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Vorwort. 

Dieses Buch ist aus Vorlesungen und Übungen entstanden, die ich 
wahrend meiner mehr als zehnjährigen Lehrtätigkeit in Leipzig, Greifswald 
und Bonn gehalten habe. Dem entspricht <üe Begrenzung des Stoffs und 
die Art der Darstellung. Es soll hier eine Einführung in eine große und 
wichtige Disziplin geboten werden, die in neuester Zeit durch Übertragung 
des Determinantenbegriffs ins abzahlbar und ins kontinuierlich Unendliche 
noch erheblich angewachsen ist. 

Die Fredholmschen Determinanten, die für die linearen Integral- 
gleichungen dieselbe Bedeutung haben, wie die gewöhnlichen Determinanten 
für lineare Gleichungssysteme mit n Unbekannten, habe ich in der H ilb er t- 
Bchen Weise durch Grenzübergang aus gewöhnlichen Determinanten ab- 
geleitet. Auf diesem Wege ergeben sich auch sehr einfach die Fredholm- 
schen Minoren und die Belationen zwischen Urnen, auf denen Fredholms 
Auflösung der linearen Integralgleichungen beruht. 

ln dem Kapitel über unendliche Determinanten ist bei der Betrachtung 
der linearen Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbekannten auch 
die schöne Theorie dargestellt, die Erhard Schmidt für diese Systeme 
begründet hat. Ebenso wird am Schluß des Buches E. Schmidts Be- 
handlung der linearen Integralgleichungen in ihren Hauptpunkten ent- 
vdckelt. Dieser Teil des Buches kann daher zur Einführung in das Studium 
der Integralgleichungen dienen, die sich unter den Händen Hilberts zu 
einer der umfassendsten und bedeutsamsten mathematischen Theorien 
entwickelt haben. 

Am Schlüsse findet der Leser die hauptsächlichsten Literatumaoh- 
weise. Wünscht er eine vollständigere Bibliographie, so verweisen wir 
ihn auf den Artikel von E. Netto im ersten Bande der Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften oder auf das groß angelegte, ausgezeich- 
nete Werk von T. Muir: The theory of determinants in the historioal 
Order of its development, London 1906. 

Bonn, im April 1909. 


Gerhard Kowalewski. ♦ 


Vorwort zur zweiten Auflage. 

Nachdem ein anastatisoher Neudruck meines Buches vergriffen ist, 
hat die Verlagsbuchhandlung die Herstellung einer zweiten Auflage be- 
schlossen, die sie jedoch nicht in erweiterter, sondern in verkfirzter Form 
wünschte, loh habe deshalb starke Streichungen vorgenommen. Z. B. ist 
das 13. Kapitel (Elementarteilertheorie) fortgefallen, das in modernisierter 
Form einen noch größeren Raum beansprucht hätte, das 16. Kapitel 
(Unendliche Normaldeterminanten), ebenso das 19. Kapitel, das sich zu 
sehr in die Einzelheiten der Theorie der Integralgleichungen verlor. Auch 
bn 18. Kapitel (Fr edholm sehe Theorie) ist vieles gestrichen. Die Eigenart 
meines Buches, das von der Kritik seinerzeit sehr freundlich aüfgenommen 
wurde, hat durch die vvrgenommenen Änderungen keinerlei Einbuße 
erlitten, und ich hoffe, daß es auch in der jetzigen Gestalt, insbesondere 
den Studierenden, gute Dienste leisten wird. 

Dresden, Mai 1924. 

Gerhard Kowalew^i. 
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Erstes Kapitel. 

Historiselie Bemerknngen. 


§ 1. Ble Determlnfuiteii bei Xelbnlz. 

Leibniz kam auf die Determinanten bei Behandlung der Aufgabe, 
aus n -f- 1 linearen Gleichungen mit n Unbekannten aä) 3^« • ■ ^ diese 

Unbekannten zu eliminieren. 

Er führte eine sehr zweckmäßige Bezeichnungsweise ein, die im wesent- 
lichen auch heute noch in der Determinantentheorie benutzt wird. Er 
schrieb nSznlich die n-}- f Gleichungen in folgender Weise: 

10 -f" 11 * 3?! 12 • *4“ ... “I“ Iw * a«B 0 , 

20 21 * “f* * 3<2 ”4* • * • “l“ 2w * Xfi = 0 , 

30 + 31 • a^i + 32 • »2 +'. . . -H*3w • = 0 , 


Jeder Koeffizient ist hier durch zwei Indizes symbolisiert, von denen 
der erste die Gleichung, der zweite die Stelle innerhalb der Gleichung 
anzeigt. 

Im Falle » = 1 findet man als Eliniinationsresultat 
10 • 21 - 11 • 20 = 0 , 

im Falle w — 2 . 32 _|_ n . 22 • 30 -f 12 • 20 • 31 

, — 10 - 22 - 31 - 11 -20 - 32 — 12 * 21 -30 = 0 

und so fort. 

Leibniz gelangte durch Induktion zu einem allgemeinen Theorem, 
das er in ftinpTn Brief an den Mar<pus de 1’ Hospital (vom 28. April 1693) 
ausspricht: 

„Datis aeqTiationibus quotounque suffioientibus ad toUendas quan- 
titates, quae simplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione prodeunte 
primo sumendae sunt omnes cpmbinationes possibiles, quas ingre(btur xn^ 
tantum ooefficiens uniuscunque aequationis; seoundo eae combinationes 
opposita habent signa, si in eodem prodeuntis aequationis latere ponantur, 
quae habent tot coefficientes communw, quot sunt unitates in numero 
quantitatum tollendarum unitate minuto; caeterae habent eadem signa.* 

• neterminäataiL. 
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Ei^itel. Historiaohe Bemerkangeiu 

Eb SBien beliebig viele Gleichungen gegeben, die zur Ehmination der 
den ersten Grad nicht überBohreitenden Unbekannten ausreiohen. Um 
die resultierende Gleichung zu erhalten, hat . man zunächst alle möglichen 
Kombinationen zu bilden, in die aus jeder Gleichung nur ein Koeffizient 
eingeht [d. h. die Produkte Ifo * 2ri . . . n + 1, r„ ]. Bringt m^ dann 
in der resultierenden Gleichung alles auf eine Seite, so haben diejenigen 
Kombinationen entgegengesetzte Zeichen^ die so viele gem einsam e Koeffi- 
zienten enthalten, als es Einheiten in der um 1 vern^derten Zahl der zu 
nliTninipirpndeu Unbekannten gibt. Die übrigen haben dieselben Zeichen. 

Wenn z-wei Produkte 

1 . . . n 4- 1, r„ 

und 

1 Sq * 2^1 ■ • • w -|" i j ^ 

n — 1 gemeinsame Faktoren heben, so entsteht «oi * * *’ ^ ♦’o» 

r„ durch eine Transposition, d.h. durch Vertauschung zweier 
Glieder. 

Das nach der Leibnizsohen Vorschrift gebildete Eli m i n ationsresultat 
lautet also 

y^ e • Ifo • 2ri . . . n -f 1, ^ 0 . 

Die Summation erstr*eckt sich über alle (n-h 1)1 Permutatdonen 
»* 0 , ri, . . ., fn der Indizes 0, 1, . . und s ist ^eich + 1 oder — 1, je 
nachdem Tq, r^, . . ., r» aus 0, 1, . . ., n durch eine gerade oder ungerade 
Anzahl von Transpositionen .hervorgeht. 

• Ifo v2ri . . . n -f- 1, r„ 

ist das, was wir heutzutage eine {n -|- l)-reihige Determinante nennen. 


§2. Bie Betermlnanten bei Gramer. 

Leibniz fand nicht die Zeit, seine Erfmdung, von deren großer Trag- 
weite er bei verschiedenen Gelegenheiten spricht, weiter zu verfolgen. 

-- So geriet sie ganz in Vergessenheit. 

Als Gabriel Gramer, der Verfasser der „Introduotion k Panalyse 
des lignes courbes algdbriques“ (1750), sich mit Systemen linearer 
/Gleichungen beschfifCigte, stieß er ganz unabhängig vonLeibniz noch 
einmal auf die Determinanten. 

Im Anhang seihes großen Werkes zeigt er, wie man n lineare 
Gleichimgen mit n Unbekannten durch Determinanten auflöst. 'Wir wollen 
die kürze Note hier vollständig wiedergeben:' 



§ 2. Die Befenniiianton bei Grk^ 8 

„Man habe mehrere Unbekannte 

y, JB, v, . . . . ' 

und ebenso viele Gleichungen 

^1 = ^1*+ riy + Ziaj+ 

^* = Z*a.+ r»y + Z>aj + F*i> + . . ., 

Z® = + T^y + Z*® + F®v + . . ., 

A* = ZH + r*y + X*» + V*v + . . ., 

Dabei sollen die Buchstaben 

Ä\ Z®, Z®, Z*, 

nicht wie gev7ÖhnUch die Potenzen von Ä bedeuten, sondern die als bekannt 
vorausgesetzte linke Seite der ersten, zweiten, dritten, vierten, . . . Gleichung. 
Ebenso sind 

Z\Z*, ... 

die Koeffizienten von z, 

rs 7«, . . . 

die von y, 

X\X\... 

die von a?, 

die von v, . . ., in der ersten, zweiten^. . . . Qleichimg. 

Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt hat man, wann nur eine 
Gleichung mit einer Unbekannten z vorliegt, 

A^ 


Sind zwei Gleichungen und zwei Unbekannte z und y da, so findet man 

_A^T^-A»T^ . 
z^Y*-Z*7^ 

Z^T* — Z^7^' 

Sind drei Gleichungen und drei Unbekannte z, y und z da, so findet 
^ly* jC« _ ^lysys _ ^ayix® + -4*7®Zi + A^T^X* — A*T*X^ . 


g^iys X* — Z^T* Z*,— Z*Y^ Z® + Z*7® Z^ + Z® 7^ Z* — Ä® 7* Z^ 
Z^A^X* — Z^A^X* — Z^A^X*-\-Z*A^X^-\-Z^A^X^ — Z*A*X^ 


^ly* X» — Z^Y^ X^ — Z*Y^ Z® + Z*7» Z^ + Z^Y^ X* — Ä® 7» Z^ 
^iy»X® — Z^7®Z® — Z®7^Z®4-^®7»Z^H-Z®7iZ® — Z®7M^ 


ZI 7* Z® - ZI 7« Z* — Z*7^ Z® -1- Z*7» Z^ + Z*7^^Z* — Z®7* Z^ 


Ikstes Kapitel. Historisdie Bemerhmgen. 


Die Prüfung dieser Formeln liefert folgende allgemeine Regel. 

Die Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten sei n . Man findet 
dann den Wert jeder Unbekannten, indem man n Brüche bildet, deren 
gemeinsamer Nenner ebenso viele Glieder hat, als es verschiedene An- 
ordnungen von n verschiedenen Dingen gibt. Jedes Glied setzt sich aus 
den Buchstaben _ _ 

Zi } a I r j • • • 

zusammen. Sie werden immer in derselben Reihenfolge geschrieben. Man 
erteilt ihnen aber als Exponenten die « ersten Ziffern in allen mögHohen 
Reihenfolgen. So hat, wenn drei Unbekannte da sind, der Nenner 

l-2-3==6 

Glieder; sie sind zusammengesetzt aus den drei Buchstaben Z, F, X, 
die der Reihe nach die Exponenten 

123, 132, 213, 231, 312, 321 

erhalten. Man gibt diesen Gliedern die Zeichen -}- oder — nach folgender 
RegeL Wenn auf einen Exponenten in demselben Gliede mittelbar oder 
unmittelbar ein kleinerer Exponent folgt, so will ich dies ein Derangement 
nennen. Man zähle nun hei jedem Gliede die Derangements. Ist ihre An- 
zahl gerade oder Null, so efhält Glied das Zeichen -)-, ist eie ungerade, 
so erhält das Glied das Zeichen — . Z. B. gibt es in dem Gliede 

kein Derangement. Dieses Glied erhält also das Zeichen -f . Das Glied 

Z« 7^ X* 

hat auch das Zeichen , weil es zwei Derangements aufweist, 3 vor 1 und 
3 vor 2. Dagegen erhält das Glied . 

z»r*zi, 

das drei Derangements aufweist, 3 vor 2, 3 vor 1 und 2 vor 1, das Zeichen — . 

Nachdem so der gemeinsame Neimer gebildet ist, erhält man den Wert 
von z, indem man diesem Nenner einen Zähler gibt, den man dadmch bildet, 
daß man in allen Gliedern Z in AL verwandelt. Der Wert von y ist ein Bruch, 
^er denselben Nenner hat und als Zähler eine Größe, die sich ergibt, wenn 
man in allen GUedem des Nenners F in Al verwandelt.. In ähnli^er Weise 
findet man den W^. übrigen Unbekaimten. 

Allgemein zu reden ist das Problem bestimmt. Aber es kann besondere 
Fälle geben, wo es unbestimmt bleibt, und andere, wo es unmöglich wird. 



§ 2. Die Detorminaaten bei Gramer. 
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Das geschieht, wenn man den gemeinsamen Nenner gleich Null findet; 
d. h. bei nur zwei Gleichungen, wenn 

Zir*-Z*Fi = 0, 

bei drei Gleichungen, wenn 

7«z» — ZI — z« + z* r*xi + z» — z» r»xi = o 


ist usw. Sind alsdann die Größen A\ A *, ... so beschaffen, daß auch 
die Zahler gleich Null sind, so ist das Problem unbestimmt, denn die Brüche 
die die Werte der Unbekannten geben müßten, sind unbestimmt. Wenn 
dagegen die Größen A\ A*, A^, ... so beschaffen sind, daß, während der 
gemeinsame Nenner gleich Null ist, die Zähler oder einige von ihnen nicht 
Null sind, so ist das Problem unmöglich oder ^ sind wenigstens die un- 
bekannten Größen, die es lösen können, alle oder zum Teil unendlich. Hat 
man z. B. die beiden folgenden Gleichungen: 


2=3* — 2y, 

5=6* — 4y, 

so findet man . , 

*==•8, y = 

* und ff sind also unendliche Größen, die sich zueinander verhalten wie 
2 zu 3. Rechnete man die Unbekannten nach den gewöhnlichen Methoden 
aus, so käme man auf die sinnlose Gleichung 




Deim die erste Gleichung gibt 

und die zweite 
Also hat man 


i8 = |y + |- 

* = 4y + i* 

+ + f oder 


f — f » 


was ein Unsinn ist, wenn * und y endliche Größen sind. Wenn sie aber 
unendhAb sind, so kann man ohne Sinnlosigkeit sagen, daß 


und gleichzeitig 


2= + i 


ist. Denn die endlichen Größen | und l- sind im Vergleich zu den unend- 
lichen Größen z und fff nichts. Die beiden Gleichungen 


= und * — 


reduzieren sich also auf 


2 = |y» 


fy+1 


0 


eine Gleichung, diie nichts Widersprechendes hat.“ 
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Z'weites Kapitel. De^ticm der n^ieUiigen petermmante. 


Zweites KapiteL 

Definition der n-reihigen Determinante. 


§ 3. Paaningen zwischen zwei Systemen Ton n Dingen. 

Wir betrachten zwei Systeme Ton n Dingen. Der Leser stelle sich, um 
ein anschauliches Beispiel zu haben, n Herren und n Damen vor, die auf 
einem Balle sind. 

Wenn jedes Ding des einen Systems mit einem Ding des anderen 
Systems verbunden wird, also in unserem Beispiel jeder Herr eine Dame 
wfihlt, so wollen wir das eine Paarung zwischen den beiden Systemen 
nennen. 

Eine solche Paarung kann man in folgender Weise bewirken. Man 

läßt die Herren in einer bestimmten Reihenfolge wählen. Der erste Herr 

hat dann die Auswahl unter n Damen, der zweite unter » — 1 und so fort. 

Der letzte Herr muß die zidetzt übriggebliebene Dame nehmen. Man 

sieht hieraus, daß es . . 

nl = 1 • 2. . . n . 

Paarungen zwischen den beiden Systemen gibt. 

§ 4. TTmpaanmgen imd XnverBioneii. 

Den Übergang von einer Paarung zu einer neuen wollen wir als eine 
Umpaarung bezeichnen. 

Die einfachsten Umpaarungen siad solche, wo nur zwei Paare ab- 
geändert werden, also nichts weiter geschieht, als daß zwei Herren ihre 
Damen austausohen, Umpaärungen dieser Art nennen wir Transposi- 
tioneh. 

Jede Umpaarung läßt sich durch eine Reihe von Trans- 
positionen herbeiführen. 

Will man von der Paarung ^ zu dar Paarung ^ gelangen, so fasse 
man einen Herrn und eine Dame ins Auge, die bei aber nicht bei ^ ein 
PaiBüc bild^. Sie befinden sich älso bei iß in verschiedenen Paaren, Ändert 
man nur diese beiden Pas^ e ab, so ist weni^tens schon eins von den neuen 
J?aaren gewonnen. Sind noch nicht alle neuen Paare da, so setzt man das 
Verfahren fort. Nach höchstens n — 1 Schritten hat man (he Paarung Iß 
erreicht. 

Wir wollen nun die Damen mit Rangnummem 1, 2, . . ., versehen 
und zwei bestimmte Herren betrachten. Diese seien bei ^ mit den Damen 


§ 4. Umpaanmgen md Inv^onen. . 7 

r und 8, bei ^ mit den Damen f bzw. S. gepaart. Wenn die Differenzen 

r — 8 und f — ä 

entgegengesetzte Zeichen haben, so wollen wir sagen, dafi die betrachtete 
Herrenambe beim Übergange von iß zu $ eine Inversion erfährt. Um! 
zu wissen, wie viele Inversionen bei einer Umpaarung stattfinden, muß 
man jede der (n — 1) Herrenamben darauf untersuchen, ob sie eine 
Inversion erleidet oder nicht. 

iPi, ißg, seien drei beliebige Paanmgen. Bei der Umpaarung 
d. h. beim Übergange von zu gebe es bei der Umpaarung ißa? 
ißa gebe es Inversionen. Wie viele Inversionen gibt es dann bei der Um- 
paarung ißi, ißa ? d sei die Anzahl der Herrenamben^ die sowohl bei iß^, ißg 
als auch bei ißg, ißg eine Inversion erfahren. Offenbar treten dann bei der 
Umpaarung 

Inverrionen ein. + (ß -«) = » + ß 

Dieses Resultat läßt sich leicht verallgemeinern. 

^1, ^m+l 

seien m-\-i beliebige Paanmgen. Bd der .Umpaarung 

.^/a+1 = Ij 2, . . ., Wi) 

gebe es ocu Inversionen und bei der Umpaarung 

» Inversionen. Dann ist 

«=öCi + flfa + • • . + «w (mod. 2) . 

Man liest diese Formel: „ot kongruent «i + «a + . . . + modulo 2“. 
Sie bedeutet, daß oe und 0 % -f- «a + . . . + sich um ein Vielfachea von 2 
unterscheiden. 

Jetzt wollen wir annehmen, daß die m Umpaarungen iß^, iß^-|-i 
Transpositionen sind. Dann sind alle ungerade. Es gilt nämlich folgender 
Satz: 

Bei einer Transposition findet immer eine ungerade An- 
zahl von Inversionen statt. 

Besteht die Transposition in der Austauschung der Damen r und 8 
(r < fl), so erleiden folgende Herrenamben Inversionen: . 

1. Die Herren der Damen r und s, 

2. die Herren der Damen h und r, sowie die Herren der Damen h und in, 
wenn r < Ä; < fl ist. 

Außerdem finden keine Inversionen statt. Die Gesamtzahl der Inver- 
sionen ist somit 

1-f 2(fl-r - i). 
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Z'vreiteB Kapitel. DefinitLon der ivreUdgen Detemdnaate. 


Wenn wir also annehmen, daß die nt Umpaarungen 
Transpositionen sind, so haben wir: 


mithin 
und auch 


ot^ = i (iU = l, 2, . . nt), 
öfi + öta+ . . . -f «m = nt (mod. 2) 
(mod. 2). 


a und nt sind demnach entweder beide gerade oder beide ungerade 
Damit haben wir folgenden Satz gewonnen: 

Wenn eine Umpaarung sich durch nt Transpositionei 
bewirken läßt, so ist m gerade oder ungerade, je naohden 
die Umpaarung eine gerade oder ungerade Anzahl von In 
Versionen hervorbringt. 

Wir haben, um die Inversionen zu zählen, die Damen mit Nummer; 
versehen und auf die Herrenamben geachtet. Ebensogut hätten wir nattii 
lieh die Herren numerieren und auf die Damenamben achten können. E 
ist auch ganz gleichgültig, wie wir die Damen bzw. die Herren numerierei 
Unser obiger Satz zeigt, daß die Inversionenzahl, durch 2 dividiert, immc 
denselben Rest (0 oder 1) gibt. 

Wenn eine Umpaarung eine gerade (ungerade) Anzahl von Inversione 
mit sich bringt, wollen wir sie gerade (ungerade) nennen. Dann könae 
wir unser Resultat so aussprechen: i 

Eine gerade Umpaarung läßt sich nur durch eine geradi 
eine ungerade Umpaarung nur durch eine ungerade Anza] 
von Transpositionen bewirken. 


§ 5. Elntellnjig der Paanmgen tu zwei Klassen. 

Wir können jetzt die n\ Paarungen zwischen zwei Systemen vonj 
Dingen in zwei Klassen einteilen. ! 

Wir rechnen ip imd ^ in dieselbe oder in verschiedene Klassen, ; 
nachdem man von ^ zu ^ durch eine gerade oder ungerade Anzahl Traii 
Positionen gelangt*), je nachdem also die Umpaarung ip, ^gerade od 
ungerade ist. 

In jeder Klasse gibt es ^n\ Paarungen. Vertauschen i 
nämlich in jeder der n\ Paarungen zwei bestimmte Damen, so geht je 
Paarung in eine Paarung anderer Klasse über. i 

Zeichnet man eine Paarung aus imd nennt sie die Hauptpaarm: 
so pflegt man aUe Paarungen, die nicht in dieselbe Klasse gehören (ai 
durch eine ungerade Anzahl Transpositionen aus ihr entstehen), i 
ungerade Paarungen zu bezeichnen, die anderen als gerade. 

T I 

*) Ffitui; diese Transpositionen in umgekehrter Beihenfolge ans, so geW 
man von Ip zu ! 
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§ 6. Symbolische Dustollmig der Faaiongen. 
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§ 6. Symilollsehe Darstdluug der Paanmgen. 

Um ein Symbol für eine Paarung zwischen zwei Systemen (5i und 6, 
von n Dingen zu gewinnen, kann man so verfahren. Man belegt die n Dinge 
jedes Systems mit Namen, schreibt die Namen der Dinge 6^ in irgendeiner 
Reihenfolge in eine Zeile und darunter in eine zweite Zeile die Namen der 
Dinge S,, aber so, daß immer die Namen gepaarter Dinge untereinander- 
stehen. 

Man kann z. B. zur Benennung der Dinge jedes Systems die Zahlen 
1, 2, . . ., n benutzen. Dann läßt sich eine Paarung durch das Symbol 

■ • • SnJ 

darstellen, wo r^, r^, . . . , r» und «i, Sh Permutationen von 1, 2, 

. . . , n sind. Die Bedeutung dieses Symbols ist, wenn wir wieder das Bei- 
spiel der n Herren und n Damen benutzen, folgende: 

Heirr führt Dame «i, Herr führt Dame usw. Für fj, r,, . . . , r« 
(oder Si, darf man eine beliebige Permutation von 1, 2, . . . , n 

setzen, «i, Si, . . ., ^ (bzw. rx, fg, . . ., rn) ist dann aber durch die Paarung 
völlig bestimmt. So stellen z. B. im Falle ra = 3 die Symbole 

(■1 2 3) (-1 3 2) (-2 1 3) f2 3 1) (^12) (3 2 1) 

1.3 1 2j’ \3 2 ij' U 3 2j’ U 2 3j’ U 3 ij' U 1 31 


dieselbe Paarung dar. Jedesmal steht nämlich unter 1 die 3, unter 2 die 1 
und unter 3 die 2. Herr 1 führt also Dame 3, Herr 2 D^e 1, Herr 3 Dame 2. 
Schreibt man das Symbol einer Paarung in der Form 



so kann man auf Grund von § 4 leicht angeben, ob sie mit der Paarung 



1 2 
1 2 



bei der je zwei ^eichbenannte Dinge gepaart sind, in dieselbe Klasse oder 
in verschiedene Klassen gehört. 

Es kommt darauf an, ob beim Übergange- von 


(12.. 

• • • 


m 

U 2 

nj VTi r* . . 

..rj 



eine gerade oder eine ungerade Auzahl von Inversionen eintritt. Die Herren 
und V {pi<v) haben aber bei der ersten Paarung die Damen fx bzw. r. 
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bei der zweiten Paarung dagegen die Damen bzw. r,. Eine Inversion 
findet also dann und nur dann statt, wenn die Differenzen 

fji — V und rft — r^ 

entgegengesetzte Zeichen haben, wenn also > ty ist. 

Man hat also naohzuzfihlen, wie oft in der Pennutation 

ri, ..., r„ 

eine kleinere Zahl auf eine größere mittelbar oder unmittelbar folgt oder 
'^e viele Dorangeinents im Sinne Csamebs (v£^. § 2, S. 4) vorhanden sind. 

Man pflegt eine Permutation gerade oder ungerade zu nennen, je 
nachdem sie eine gerade oder ungerade Anzahl von Derangements aufweist. 
Die Paarung 

ist also, wenn man 


als Hauptpaarung zugrunde legt, gerade oder ungerade, je 
nachdem 

eine gerade oder ungerade Permutation ist. 

Dasselbe gilt von der Paarung 

Vi2...n;- 


/I 2 . . .n\ 
Vfifg. :.rj 

fi 2 ... n\ 
\i 2 ... n) 


Denn es ist gleichgültig, ob wir auf die Inversionen der Herrenamben oder 
der Damenamben achten. 

In r^, r,, . . . , gebe es q und inai, ^ gebe es a Derangements. 
Dann finden beim Übergange von . 


Q Inversionen (von Damenamben) statt, beim Übergange von 


i 2 . 



»*1 r, ... r„>j . . . . 


dagegen a Inversionen (von Herrenamben). 


('fl rj, . . . 

8^ .. . 

ist also gerade oder ungerside, je nachdem.^ u gerade oder 
ungerade.. ist. . ^ 


§ 7. Andere Anfheeimg des Symbols einer Faarnng. . 
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§ 7. Andere Anffosanng des Symbols ^ j . 

Wir wollen jetzt eine andere Auffassung des Symbols 

(rx r* . . . rn\ 

^2 • • • SfiJ 

auseinandersetzen, von der wir allerdings erst an einer späteren Stelle 
Gebrauch machen werden. 

Der Leser denke sich n Dinge mit den Nummern 1 , 2 , . . . , n versehen. 
Den Übergang von einer solchen Numerierung zu einer neuen nennen wir 
eine Umnumerierung. Eine Umnumerierung ist im Grunde nichts 
anderes als eine Umpaarung. Denn eine Numerierung ist eine Paarung 
der n Dinge mit den Zahlen 1 , 2, . . . , n, eine Umnumerierung also in der 
Tat eine Umpaarung. 

Um eine Umnumerierung zu beschreiben, muß man sagen, durch 
welche neue Nummer jede alte ersetzt wird. Setzen wir unter jede Nummer 
die neue Nummer, die an ihre Stelle tritt, so erhalten wir das Symbol 

ffi f, . . . fny 

' ^2 • • • ®n/ 

Dieses stellt also jetzt eine Umnumerierung oder Umpaaruhg dar, 
während es früher der Ausdruck für eine Paarung war. 

Da eine Umnumerierung darin besteht, daß für jede alte Nummer eine 
neue substituiert wird, so pflegt man diese Operation eine Substitution 
in 1, 2, . . ., 91 zu nennen. In dem Symbol einer Substitution (Umnume- 
rierung, Umpaarung) darf man die Spalten 


ri, rj, . . r„ 

beliebig vertauschen. Denn es kommt nur darauf an, daß imter jeder Zahl 
der oberen Zeüe (des Zählers der Substitution) in der unteren Zeile (dem 
Nenner der Substitution) die richtige Zahl steht. Man kann daher eine 
Substitution so schreiben, daß ihr ZShler oder ihr Nenner eine vorge- 
schriebene Permutation von 1, 2, . . ., n ist. 

^ Man bezeichnet Substitutionen durch einzelne Buchstaben, wie j8, 
T u. dgL 

Nimmt man zuerst die Substitution*) 


vor, darauf die Substitution 



*) Unter Ä, B, (7 sind Fermntationen von 1, 2, . . . , n za verstehen. 


12 Zweites KapiteL Definitioii der n-reifaigen Determinante, 

so ist das Resultat dasselbe, me bei der Substitution 

("o)- 

Diese Substitution nennt man das Produkt von und T (in dieser Reihen- 
folge) und bezeichnet sie mit 8T. 

Es ist nicht immer 

8T=T3, 

d.h.. 8 und T sind nicht immer vertausohbar. Dies zeigt das Beispiel 

W 2 3 4 5y 
V 2 1 4 5 3y’ V2 3 4 6 U 

Dagegen gilt für drei Substitutionen 8, T, U die Formel 

(8T) U==8iTÜ). 

Um dies zu erkennen, schreibe man 


Dann ist 


und 




Es gibt eine und nur eine Substitution für die 
8IJ = 8 und JS8=8 

ist, wie man auch die Substitution 8 wählen mag. Es ist dies die Substitution 


/I 2 

\1 2 ... J’ 


die darin besteht, daß jede der n Zahlen durch sich selbst ersetzt wird. Man 
nennt sie die Identität. Wo sie als Faktor auftritt, kann man sie streiohen. 
Man benutzt drahalb für sie das Symbol 1. 

Zu jeder Substitution 8 gibt eine Substitution i^, so daß 


88=1 


i^. Schreibt man 
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sein. Daraus ergibt sich 

»-0- 

Offenbar ist auch _ 

SS=i. 

Man nennt S und 8 zueinander inverse Substitutionen. 

Die zu 8 inverse Substitution pflegt man mit 3~-^ zu bezeichnen. Man 
bemerke, daß 

{8T)-^= T-^ 8-^ 

ist, weil 

8TT-^ 8-^=88-^=i. 

Diese Bemerkung dehnt sich ohne weiteres auf Produkte von mehr 
als zwei Substitutionen aus. 

Wir sagen, daß die Substitution iS den Zyklus 

(fl fa . . . fp) 

enthält, wenn sie 

fj durch fj, 
fj durch fj, 

4 • • • • 

fp_i durch fp, 
fp durch fl 

ersetzt oder, wie man auch sagt, r^, fg, . . ., fp zyklisch vertauschte 
^ 1 » Elemente des Zyklus. Man denke sich die Zeile 

fl, f 2 , . . - , »■?> so gebogen, daß ein Kreis entsteht (Abb. 1 zeigt dies fßr 

>-8 

r» U 

ri »■« 

U 

Abb. 1. 

den Fall j> — 6). Durchlaufen wir den Kreis in geeignetem Sinne, so folgt 
auf jede Zahl gerade die, welche bei 3 an ihre Stelle tritt. So erklärt sich 

der Name Zyklus. 

Es ist klar, daß die Zyklen 

(fl f a ■ . . »•p-i rp ) , (f» »'s »"i) » • • • » (»"p »*1 • • • »’p-a *’p-i) 

identisch sind. •, « « j • * 

Wird bei 8 die Zahl r durch f ersetzt, so sagen wir, daß 5 den ein- 
gliedrigen Zyklus (f) enthält. . , „ , , 

Wenn 8 den Zyklus (fi f, . • • »v) enibält, so enthält Sh-i den Zyklus 

(fp fp-i. . - fl). 
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Es ist leicht, flilo Zyklen zu finden, die in einer gegebenen Substitution 
stecken. Wir zeigen dies an dem Beispiel 

'1 2345678\ 

4 2 3 7 5 8 6/ 


8 


=(1 


Hier wird 1 durch 1 ersetzt. 8 enthält also den eingliedrigen Zyklus (1). 
Ferner wird bei 8 

2 durch 4, 4 durch 3, 3 durch 2 

ersetzt. S enthält also den drei^edrigen Zyklus (2 4 3). 

Endlich wird bei 3 

5 durch 7, 7 durch 8, 8 durch 6, 6 durch 5 

ersetzt. 3 enthält also auch den viergliedrigen Zyklus (5 7 8 6). 

Wir können den Zyklus (rifj|...»p) als eine Substitution in 1, 2, 

. . . , » betrachten, die darin besteht, daß r^, r*, . . . , fp zyklisch vertauscht 

und die übrigen Zahlen durch sich selbst ersetzt werden. Ein eingliedriger 

Zyklus (r) bedeutet dann nichts anderes als die Identität. 

Bei dieser Auffassung gilt folgender Satz: Jede Substitution ist 

das Produkt ihrer Zyklen. 

So ist z. B. « n 

1 2 3. 4 5 6 7 8\ 


das Produkt von 


(1 


4 2 3 7 5 8 6/ 
(1), (2 4 3), (5 7 8 6), 
und die zu ihr inverse Substitution 

2 3 4 5 6 7 8> 


(i 

d 




das Produkt von 


342685 

(1), (3 4 2), (6 8 7 5). 

Man darf die Zyklen, da ihre Elemwte durchweg verschieden sind, 
in beliebiger Reihenfolge nehmen. Sonst aber ist diese Zerlegung einer 
Substitution in Zyklen eindeutig. 

Einen zweigliedrigen Zyklus wie (r, a) nennt man eine Transposition. 
Bei ihr werden die beiden Zahlenrund a vertauscht und alle übrigen Zahlen 
durch sich selbst ersetzt. 

Der Zyklus (fj, r, . . . rp) ist im Falle p > 1 das Produkt der p — 1 
Transpositionen , . # ^ . 

in dieser Reihenfolge. In der Tat wird bei (r^fi) durch r, ersetzt und die 
folgenden Transpositionen lassen r, unberührt, wird bei (rif^) durch r^ 
ersetzt und r^ bei (r^rg) durch r,.' Bei den folgenden Transpositionen bleibt 
Zg unberührt. . An die Stelle von Vg tritt also rg usw. 


§ 7. Andero AufEassmig des Symbols einer Paarung. 16 


Sind Ci, 0^, . . O, die Zyklen der Substitution 3 und besteht aus 
Elementen, so läßt sich 3 als Produkt von 

(»1 - 1) + («a — 1) -f . . . 4- («r - 1) 


Transpositionen darstellen. 

In § 4 sahen wir, daß ei;ae Umpaarung sich durch eine Reihe von 
Transpositionen bewirken läßt und daß die Anzahl dieser Transpositionen 
entweder immer gerade oder immer ungerade ist. Die Umpaarungen zer- 
fielen dementsprechend in zwei Klassen, gerade und ungerade. Das gilt 
nun auch von den Substitutionen, und wir sehen aus dem Obigen, daß die 
vorhin betrachtete Substitution 3 gerade oder ungerade ist, je nachdem 
die Summe ^ — 1) gerade oder imgerade ist. ^ (n^ — 1) ist gleich 

N — r, wobei N die Gesamtzahl der Elemente ist, die in den r Zyklen von 
8 Vorkommen. Es ist gleichgültig, ob man die eingliedrigen Zyklen mit- 
berücksiohtigt oder nicht. 

Daß die Anzald der Transpositionen, in die sich eine Substitution 3 
zerlegen läßt, entweder immer gerade oder immer, ungerade ist, läßt sich 
auch ohne Bezugnahme auf die früheren Paragraphen in folgender Weise 
zeigen. 

Man bemerke, daß 


(fif, . . . fp) (öifla ... « 9 ) (fl «i) = (fl . . . rp . . . 8 ^) 

und 

(fl . . . rp 8 ^... «j) (ri ffi) = (rirg ( 818 , ... 8 g). 

Hieraus folgt, daß ÄT, wenn 3 irgendeine Substitution und T eine Tr^- 
position ist, einen Zyklus mehr oder einen Zyklus weniger besitzt 
als 3. Dabei muß man aber auch alle eingliedrig Zyklen mitrechnen. 
Nun sei 

und Tu Tg, .. .j Tp seien Transpositionen. Da jede Transposition zu sich 
selbst invers ist, so hat man 


also 


3-^ = TpTp-i...Ti, 
3TpTp^i...Ti=i. 

8 habe Ä Zyklen. Dann hat 3TpTp^i . . . Ti 


Zyklen, wobei 
ist, weil jedes s 


k -f «1 + «> 4- . • • + 8p 
fii=l,8,= 1,..., «p = l (mod.2) 
gleich + 1 oder — i. Es wd daher 
ifc + «1 -f- 8j + - • • 4“ 8p = fc -1- P • 
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Dsi . 

80 ist 

mithin 


.. 7*1 die Identität ist, also n erniedrige Zyklen hat, 

Ä! + ei + «2H-..- + fip = »» 
n — h-\-p oder p = n — h . 


Hieraus sieht man, daB p entweder immer gerade oder immer ungerade ist, 
wie man auoh 8 in Transpositionen auflösen mag. 


§8. Die n-relhlge Detemiliuiiite. 

Wir betrachten n* Zahlen, die in q[uadratisoher Anordnung yorliegen. 
Bezeichnen wir mi t die Zahl, die in der r*“ Zeile und in der a*“ Spalte 
steht, so haben wir folgendes Schema: 

• • • ®in 

• * • ®an 


OnlflnS • • • » 


Man nennt ein solches Schema eine quadratische Matrix. Matrix 
bedeutet soviel wie Verzeichnis. Man denke an Matrikel und Imma- 
trikulieren. Die a,s heißen die Elemente der Matrix. 

Wir wollen jetzt eine Paarung ^ zwischen den Zeilen und Spalten 
der Matrix vornehmen. Jedes Paar von iß bestimmt ein Element der 
Matrix, nämlich das Element, das in der Zeile und in der Spalte des 
Paares steht. Ist z. B. die ZeUe mit der Spalte gepaart, so bestimmen 
beide das Element Of , . 

Mit p(iP) werde das Produkt der »Elemente bezeichnet, die durch die 
n Paare von iß bestimmt werden. 

Da es nl Paarungen zwischen d^ Zeilen und Spalten unserer Matrix 
gibt, so sind nl Produkte p(^) vorhanden. 

Unter dem Symbol _ 

sgn iß, 


welches man 


„Signum iß“ 


lesen möge, soll -f- 1 verstanden werden, wenn iß eine gerade, imd — 1, 
wenn iß eine ungerade Paarung ist. Als Hauptpaarung legen wir dabei 


fl 2...»^ 

U 2 . . . n>/ 


i^grunde, d. h. die Paarung, bei welcher jede Zeile mit der gleichnamigen 
Spalte gepaart ist. 

Wir versehen jetzt jedes p($) mit dem Faktor sgn ^ und nennen die 
Summe aller Produkte 


; sgnf^*.p{iß) 
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e Determinante unserer Matrix, n heifit die Ordnung der Deter- 
Lnante. 

Für diese Determinante benutzt man nach Gayley die Bezeichnung 


i ist also 


®ii®ia • ■ 

■ fhn 

®ai®8a • • 

• ®an 

®nl®na* • 

■ • (hin 


• • • ®2n 


JSsgn^-pCgJ), 


* ■ ®nn 


)bei sich die Summation über alle nl Paarungen zwischen den Zeilen 
.d Spalten der Matrix erstreckt. 

Die einzelnen Produkte sgn heißen die Glieder der Deter- 

nante. Ausführlich geschrieben lautet ein solches Glied 


/»•ifj . . . rn\ 

. . . «nj * ® 

e Paarung, zu der es gehört, ist 

\®l®a • • • ®n/ 


Die fl*® Zeile ist mit der «i*“ Spalte, die Zeile mit der a,*“ Spalte 
paart usw. Das zu der Hauptpaarung 


aörige Glied, welches 


/I a...nN 
U 2 . . . nj 


ßnn 


itet, nennt man das Hauptglied der Determinante imd .. . , On« 
t Hauptelemente. 

Gauchy benutzt für die Determinante 


i Symbol 


®ai.®aa • • • 

• • ®i»n 

**ii®aa • • • ■ 


Wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte nur ein Element von Null 
'schieden ist, so reduziert sich die Determinante auf ein einziges Glied, 

£owAlewBki, Deteindnaiitea. 8 
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nftmHch das Produkt jener Elemente mit dem zugehörigen Vorzeichen. 

Z. B. ist in ft 

0 ... 0 


0 Oja . . . 0 

0 0 ...Onn 


= 


®»n ' 


§ 9. Andere Passungen der Definition. 

Man TfflTin die Glieder der ji^reihigen Determ inan te in der Form 

<1 2. . .n 


sgn 


...rj 


• • ■ ®nrfl 


sohreiben. 

Nun -wissen wir aus §6, daJB 


/12 . . . n \ 


gleich + 1 oder — 1 ist, Je nachdem die Permutation 


gerade oder ungerade ist. ’ 

Man Vptiti daher die ?^reihige Determinante auch definieren als die 
über alle Permutationen von 1, 2, . . ., n erstreckte Su mm e 


Dabei soll 


^sgn (fl, fa, . . .» f«) • Oinön 

sgn(»'i, »■f. •••> »*»•) 


gleich + 1 oder — 1 sein, je nachdem fi, fa? • • fn eine gerade oder un- 
gerade Permutation ist. 

fn f*i • • •> fn ist eine gerade oder ungerade Permutation, je nachdem 
sie eine gerade oder ungerade Anzahl von Derangements aufweist. 

Diese Definition der Determinante ist genau die von Leibniz (vgl. § 1). 
Nur benutzt er eine andere Regel zur Bestimmung von sgn (fi, f«, . • • , fn)< 
Vertauscht man in fi, fa, • • fn ^ßi Glieder, so wechselt die Paarung 



ihre Klasse, sgn (fi, fa, . . ., fn) geht also über in 

- sgn (fl, fa, ..., fn). 

hieraus entspringt die Leibnizsche Regele daß zwei Produkte 

• • • ®nrn Und . . . Ung^, 

die n ~ 2 gemeinsame Faktoren haben, in der Determinante mit ver- 
schiedenen Zeichen auftreteh. 



§ 10. ZweireiMge und dreireihige Determinanten. . 19 

Man kann die Glieder der n-reihigen Determinante anch in. folgender 
orm schreiben 

Die Paarung 

(riT^. . .fflN 

U2 ...n; 

t gerade oder ungerade, je nachdem 

ri,rt,...,rn . 

ne gerade oder ungerade Permutation ist (v^. § 6 ). 

Die n-reihige Determinante läßt sich also definieren als die über alle 
ermutationen von 1, 2, , n erstreckte Summe 

^Sgn (fl, Tn) • 0^1 ar.2 . . . Ohin . 

as ist die Definition von Gramer (vgl. §2). . 


§ 10. Zwelrellilge und dreireihige Determinanten. 

Im Falle n =; 2 gibt es zwischen den Zeilen und Spalten nur die beiden 
aarungen 


(1 S (2 ?)• 


ie erste ist gerade, die zweite ungerade. 
Zu der ersten gehört das Glied 


L der zweiten das Glied 


der Determinante. 
Man hat also 


Ou Oia 
»n ®aa 


®u®a« > 

= «ii ®aa ~ ®ia ®ai 



Die Regel zur Berechnung einer zweireihigen Determinante können 
Lr durch nebenstehende Figur veranschaulichen. 

Die stuklinig verbundenen Glieder geben ein Pro- 
ikt, vor welches das Zeichen -f- 7 die punktiert verbun- 
enen Glieder ein Produkt^ vor welches das Zeichen — 

L setzen ist. 

Im Falle n = 3 gibt es sechs Paarungen zwischen 
»n Zeilen und Spalten, nämlich folgende: 

/12 3'i /'12 3\ (12 3\ yi2 3\ /I 2 3'| /l 2 3N * 

U 2 3j’ U 3 2J’ U 3 ij’ U 1 3)’ U 1 2 )' I 3 2 l)' 

‘ir haben sie so aufgesohriebeh, daß zwei benachbarte durch eine Tpatih- 
»sition auseinander hervorgfehen, Tnithin verschiedenen Klassen angehören. 

2 * 


Abb. a. 


20 


Zweites EapiteL Definition der n-reiMgen Detemninante. 


Für die dreireihige Determinante gilt also folgende Formel: 

®u <*12 ®18 f ^ ^ 4" **18 ®91 ®82 

®ai **88 **88 = j 

*®ai **88 **88 i — **11 **88 **88 — **12 **81 **88 “ **18 **88 **81 • 

Die Regel zur Berechnung einer dreireihigen Determinante läßt sich 
auch durch eine Figur veranschaulichen (Ahh. 3). Wieder sind die Glieder 



stark verbunden, deren Produkt das Zeichen erhält, und die Glieder 
punktiert verbunden, deren Produkt das Zeichen — erhält. 


§ 11. Beispiele. 

Der Leser zeige durch Ausreohnen, daß 

1 a 


und 


ist. 


^ —a 1 

1 0-6 
— 0 1 a 

b —a 1 


1 + *** 

= 1 + a* + 6* + c» 


Er verifiziere ferner, daß 
«1 1 0 
— 1 *»8 1 
. 0-1 0 , 


, dividiert durch 


**8 1 
-1 0 , 


gleich 

ist. 




and 


Endlich beweise er die Formeln 

/I 1 1 \ 

= **i **8 **a('— + 

- **8, *>8/ 


**l+'*»8 **8 

**8 f *8 4 " **8 


4 ” *»8 **8 0 

**8 **8 4 " **8 <*8 

0 <*8 Ö8H-*»4 


= <^ o, a, i ± 

\**1 **2 **8 ■ ** 4 '' 


§ 12. Yfirtansohimg der Zeilen mit den Spidten. 
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Drittes Kapitel. 

Einfachste Eigenschaften der Determinanten. 

§ 12. Yertauschiiiig der Zellen mit den Spalten. 

Die beiden Matrizen 


und 



■ öln 

®2a • • 

• <hn 

flwi ®»»a • ■ 

• 

^la • • 

• bifi 

^21 ^aa • • 


Öfil Ön2 • ■ 

• ^nn 


mögen in soloher Beziehung zueinander stehen, daB immer 

ist = 

Die Zeile der einen Matrix ist also identisch mit der Spalte der 
andern. Um die eine Matrix aus der ahdem zu erhalten, muß man deren 
Zeilen als Spalten aufsohreiben. 

Die Umwandlung der Zeilen in Spalten und der Spalten in Zeilen läßt 
sich dadurch bewirken, daß man die Matrix um die Hauptdiagonale (d. h. 
die von links oben nach rechts unten laufende Diagonale) herumklappt. 

Da die Zeilen und Spalten der ersten Matrix die Spalten bzw. Zeilen 
der zweiten Matrix sind, so ist jede Paarung iß zwischen Zeilen und Spalten 
der ersten zugleich eine Paarung zwischen Zeilen und Spalten der zweiten, 
und sgn iß hat in beiden Fällen denselben Wert; denn die Hauptpaarung 
der ersten Matrix, die darin besteht, daß jede Zeile mit der gleichnamigen 
Spalte gepaart wird, ist auch die Hauptpaarung der zweiten. 

Jedes Glied der Determinante 


ist also ein Glied der Determinante 

&11 öia • 
hmtl ba 




<hn 

®2n 

hn 

hn 


bnL bni. . 

d. h. beide Detemüdanten smd gleich. 
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Drittes Kapitel. Einfachste Eigenschaften der Detenninanten. 

Satz 1. Wenn die Zeilen und Spalten einer Determinante 
mit den Spalten bzw. Zeilen einer andern der Reihe nach 
identisch sind, so haben beide Determinanten denselbenWert. 

Anders ausgedrüokt: 

Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man die 
Matrix um die Hauptdiagonale herumklappt. 

Der obige Satz ermöglioht es uns, jedes Theorem, das wir über die 
Zeilen einer Determinante beweisen, sofort auf die Spalten zu Übertragen 
und umgekehrt. 

§ 13. Tertansohimg der ZeUen. 

Wir betrachten wieder zwei Matrizen, 

Ou 012 • • • ®in 

®ni fl»i2 • • • <*»»1 

und 

&12 • • • 

^si ^ss • • • 

^nl 8 • • • 

Die zweite gehe aus der ersten durch Vertauschung zweier 
Zeilen hervor, etwa der r*® und der s*“. 

Jede Paarung iß zwischen Zeilen und Spalten der ersten Matrix ist 
zugleich eine Paarung zwischen Zeilen und Spalten der zweiten Matrix. 
Aber sgn ^ ist in dem einen Falle -]- 1 , im andern — 1 . Denn die Haupt- 
paarung der ersten Matrix ist nicht die Hauptpaarung der zweiten. Um 
sie in ^e Hauptpaarung der zweiten Matrix überzuführen, muß man die 
und die Zeile vertauschen, d. h. eine Transposition vornehmen. Die 
beiden Hauptpaarungen gehören also verschiedenen Klassen an, und aus 
diesem Grunde ist sgn iß das eine Mal -j-1, das andere Med — 1. 

Wir sehen, daß jedes Glied der Determinante 

Ojl Ctjjg . . . Oifl 
®21 


0»! Ona • • • «nn | 

wenn man es mit dem Faktor — 1 versieht, ein Glied der Determinante 

• öin 

^81 ^88 • • • 

&»a * » • 6511 

wird. Beide Detenninanten sind also entgegengesetzt gleich. 





§ 14. Die Determinante aJs Funktion der Elemente einer Zeile. 
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Satz 2. Die Determinante multipliziert sich mit dem 
'aktor— 1, wenn man in der Matrix zwei Zeilen vertausoht. 

Nimmt man in der Matrix eine beliebige Vertausohimg der Zeilen vor, 
> multipliziert sich die Determinante mit dem Faktor -|-1 oder —1, je 
a-obdem die Vertauschung eine gerade oder ungerade ist, d. h. je nachdem 
.e sich durch eine gerade oder ungerade Anzahl sukzessiver Vertauschungen 
on nur zwei Zeilen bewirken läßt*). 

Auf Grund von § 12 gilt dasselbe für die Spalten. 

Satz 3. Wenn in der Matrix zwei Zeilen übereinstimmen, 
o ist die Determinante gleich Null. 

Ist die Determinante gleich D, so erhalten wir durch Vertauschung 
er beiden übereinstimmenden Zeilen —D. Andererseits aber wird durch 
ie Vertauschung dieser beiden Zellen nichts an der Determinante ge- 
ndert. Es ist also D = —D 

- D = 0. 


14. Die Determinante als Fnnktloii der Elemente einer Zeile. 

Nach der Definition ist die Determinante 


®u ®ia • • 

. Oin 


■ öan 

0>nl fl» 2 • 

< flnn 


leich 

^.Sgn (fl, f2> • • •» *n)®lri®Sri • • • ®nf„> 

'obei sich die Summation über alle Permutationen r^, r^, . . ., fn der 
ahlen 1, 2, . . . , n erstreckt. 

Man sieht, daß jedes Glied der Determinante ein und nur ein Element 
US der ZeUe als Faktor enthält. In dem Produkt 

®lri ®ari • • • 

fi nämlich nur der Faktor ajer^ der Zeile entnommen. 

Wh* wollen nun die Elemente der ZeUe ala Veränderliche betrachten 
ud sie der Reihe nach mit 

• • -1 a» 

ezeichnen. Die übrigen Elemente sollen Konstanten sein. Fassen wir 
Ile Glieder, die mit demselben x multipliziert sind, zusammen, so läBt sich 
Le Determinante so schreiben: 

+ . . . + CbZIb- 

>ie c sind dabei Konstanten. 


*) Eine VertansohTuig und eine Snbstitation (vgl. § 7) ist dasselbe. 
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Dnttes Tfa pifal - EÜL&chste Eigenfloluifteii dar Dotenoiiuinton. 

Man nennt einen solclien Ausdruck in a^, asg, . . eine lineare 
homogene Funktion von 
Es gilt also folgender Satz: 

Satz 4. Die Determinante ist eine lineare homogene 
Funktion der Elemente jeder Zeile. 

Hieraus lassen sich versohiedene Folgerungen ziehen. 

Wenn man a^j, ayj, . . ain bezüglich durch Aa^, Aajj, . . ., Aa^ ersetzt, 
wobei A eine beliebige Zahl ist, so verwandelt sich 


in I I \ 

^ (Ci®i 4" 4“ • • • “r . 

Darin liegt folgender Satz: 

Satz 5. Multipliziert man alle Elemente einer Zeile mit 
dem Faktor A, so multipliziert sich auch die Determinante 
mit dem Faktor A. 

Setzt man A = 0, so ergibt sich, da B eine Determinante, bei der 

eine Zeile aus lauter Nullen besteht, selbst gleich Null ist. 

Wenn , . 

ah = 4- a;, = y« 4- «a> • • •» a:» == yn 4" 2» 

ist, so wird , , , 

Ci«! 4- Cja?, 4- . , . 4 - CbSK« 
gleich der Summe von , ■ , , 

Ciyi + c,ya+ •.••4-c»y« 

. 1 I 

Cl«! 4- C|2> 4- • • • 4- Cri*n • 


Satz 6. Wenn alle Glieder der Zeile Binome sind, so 
läßt sich die' Determinante als Sunime zweier Determinanten 
schreiben. Man erhält den einen Summanden durch Streichung 
der ersten, den andern Summanden durch Streichung der 
zweiten Bestandteile jener Binome. 

Ein ähnlicher Satz gilt, wenn die Glieder der Zeile oder die der 
Ä*“ Spalte (vgl. § 12) Summen von p Zahlen sind. 

Beispiel, Die Determinante 


ist nach Satz 6 gleich 
aa" 

oa' -\- db' 


I ca' db', ec' -f- dd' 

ac' 
cc'^ 4 " 


4 - 


bb' 

ca' -f- db' 


bd' 

cc' -\- dd' 


Jisde dieser beiden Determinanten läßt sich aber wieder nach Satz 6 zer- 
legen. Man findet also für , die ursprüngliche Determinante 


aa' ac' 
ca' cd 


4 - 


aa' ac' 
db' dd' 


4 " 


bV 

ca' 


U' 


4 - 


bb' bd' 
db' dd' 
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§ 14 Die Determinaiite als Fniiktioii der Elemente einer Zeile. 

Unter Benutzung von Satz 5 läBt sich diese Summe so sohreiben: 

b'd' 
b'd' * 

Nach Satz 3 hat man aher 


ac 


a 0 
a 0 


“}“ cbd 


ac 

VS 


+ be 


VS 


+ bd 


CL C 


VS 

ct c 


VS 


Da ferner nach Satz 1 und 2 


SV 


SV 


VS 

VS 


VS 


SV 


ist, so ergibt sich schiießlioh 


aS + bb\ aV -\-bS 


ab 


SV 

cS + db\ cV + dS 


cd 


VS 


Wir wollen mit Xi, x^, . . Xn (wie bisher) die Elemente der Ä*“ Zeüe, 
mit 


!/ii • • •> y» 


dagegen die Elemente einer andern Zeile bezeichnen. Ersetzen wir in der 
Determinante, die, wie wir wissen, gleich c^x^-\- c^x^ c^x^ ist, 
Xy^ Xft . . ., Xn bezüglich durch 

Xy + Xyy, »j + Ay*, a!» + Xy«, 

so verwandelt sie sich in 

Ci®i + ^2®* + • • • + + ^(ciyi + ^y% ■}"••• + Cnyn) • 

^yi + Ca^i + • • • + entsteht aber aus CyXy + o,«, + . . . + c^x^, 
indem man die Elemente der 1^ Zeile durch die entsprechenden Elemente 
einer andern Zeile ersetzt. Tut man dies, so erhfilt man eine Determinante 
mit zwei übereinstimmenden Zeilen, die nach Satz 3 gleich Null ist. 

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 

Satz 7. Addiert man zu den Elementen einer Zeile die mit 
^multiplizierten entsprechenden Elemente einer andern Zeilei 
so bleibt die Determinante ungeändert. 

Derselbe Satz gilt nach § 12 für die Spalten. . 

Addiert man zu den Elementen einer Zeile die mit X multiplizierten 
Elemente einer zweiten, die mit fi multiplmerten Elemente einer dritten 
Zeile usw., so bleibt die Determmante ungeändert. Der Beweis ergibt sich 
durch mehrmalige Anwendung des Satzes 7. 
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§ 15. Stetigkeit der Betermlnante. 

Aus der Definition der Determinante sehen wir, daß sich 



<*11 ttia • • 

■ <*ln 

a*i Om . . 

■ <*an 

<*»i <*»ia- ■ 

' • <*»111 


aus den Elementen Osr durch Multiplikation, Addition und Subtraktion 
zusammensetzt. Daraus ergibt sich folgender Satz: 

Satz 8. Aus 

lim ars = ärs (r, 1, 2, . . ., n) 

folgt immer 



<*11 Oia •• 

• <*ln 


<hi ^18 • 

• ^»1 

lim 

<*n. ö« • • 

• Oan 



• ®an 


<*»ii <*na* • 

-a»in 


änl ^8* 



Um diesen Satz zu beweisen, braucht man sich nur an die Bedeutung 
des Limes zu erinnern. 

lim = a; 


will sagen, daß fast alle as» von x um weniger als e differieren, 
wie auch das positive a gewählt sein mag. „Fast alle“ bedeutet 
„alle mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen“. 

Wenn 

hm Xn= X und lim y^ — y 

ist, so wird r / , v 

km (a^ + y„) = 2! -h y 

und 

km (a!„y„) = a;y . 


Ähnhches gilt für eine beliebige endliche Anzahl von Summanden 
und Faktoren. Dies genügt aber zum Beweise des Satzes 8, 

Von Wichtigkeit ist für uns folgende Eigenschaft: 

Satz 9. Eine verschwindende Determinante läßt sich als 
Grenzwert einer Folge von Null verschiedener Determinanten 
darstellen. 

Wir wollen die Determinante 



<»11 + a 

<*18 

• fhn 

n(x) = 

<*81 

088 .- 1 - 

. <*2« 


0)11 

Oha 

• <*hh + ® 


betrachten, die aus 2) dadurch entsteht, daß zu den Hauptelementen x 
addiert wird. 


§ 16. Gharaktoristiache Eigenschaften der Detenmnante. 27 

enml Gliedern der Determinante D(a;) enthalt nur das Hauptglied 
(ou + a;) (Om + ») . . . (a„« + x) 

Faktor ein x. Daraus geht hervor, daß D(a:), wenn man alle 
beseitigt, folgende Gestalt annimmt: 

D(a5) = af* + + . . . + Ä», . 

, hn setzen sich aus den Elementen o^a duroh die Operationen 
on, Subtraktion und Multiplikation zusammen. 

‘ Algebra wird bewiesen, daß D{x) höchstens für n Werte von x 
I ist. Nimmt man also eine nach Null konvergierende Folge 
, . . . mit lauter verschiedenen Gliedern, so gibt es in der zu- 

n verschwindende Glieder. Nach Satz 8 ist nun 
lim D{Xp) = D . 

an diejenigen D(afp), die gleich Null sind, so entsteht eine Folge 
liwindender Determinanten mit dem Grenzwert B. 
nügt z. B. Xp= ifp zu setzen und in der Folge 

ii i) • • • 

n Glieder zu streichen, wobei nur h genügend groß zu wählen ist. 


Oharakteristlfioihe Etgensdialten der Determinante. 


»eterminante 


®ai 


•Oln 
• ®an 


d»a* • ♦ ®»ifi 


idr wissen, folgende vier Eigenschaften: 

setzt sich aus den Elementen durch die Operationen der Addition, 

n und Multiplikation zusammen. 

ist eine lineare homogene Funktion der Elemente jeder Zeile, 
multipliziert sich mit dem Faktor —1, wenn man zwei Zeilen 
jr vertauscht. 

reduziert sich auf 1, wenn die Hauptelemente gleich 1 und alle 
emente ^eich 0 sind. 

vier Eigenschaften sind, wie wir jetzt zeigen wollen, für die Detar- 
harakteristisch. 

iTund der Eigenschaften 1 und 2 hat man 
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Drittes Kapitel. Emtachste Eigeasohaften der Determinantfln. 


wobei >* 1 , r,, . . r„ Zahlen ans der Reihe 1,2,..., n sind nnd C 7 ir,...r„ 
ein ganzzahliger Koeffizient ist. 

Auf Grund der Eigenschaft 3 ist 

..f„ flSfiölri • • • <*nr„ = • • • ®nr„ • 

Nehmen wir an, daB ist, und setzen wir 

~ ®ar, = ®8r, = . . . = = 1 , 

alle übrigen a aber gleich Null, so reduziert sich obige Gleichung auf 


d. h. 


m 

oder 


‘Vir,...r„== 0 . 

Alle Koeffizienten denen zwei Indizes r gleich sind, ver- 

schwinden also. 

Man darf daher annehmen, daB in JD die zweiten Indizes »"i, > • . . , »n 

sämtlich verschieden sind., r^, r^, . . ., r„ ist dann eine Permutation der 
Zahlen 1, 2, . . ., n. 

Vertauschen wir jetzt die erste und die zweite Zeile, so verwandelt sich 

..r„.<*ari®lrj • • • 

Nach Eigenschaft 3 ist aber 

. . . Onr, = . a»ir„ . 

Setzen wir «ir. = o*,, = . . . = 0 ^,^= 1 

und alle andern a gleich Null, so reduziert sich die obige Gleichung auf 

^ri...r„= ■“ Priris..r„. 

mnltiplmert sioh also mit -1, wem man zwei der 
* 1 ) > • • • » vertauscht. Setzen wir 

<hs;..n = ö, 

^r»,.,r^ = e oder ^ c ^ 

je «ine ^ade oder ungerade Pemmtation von 

1, » iBt. emo gerade (ungerade) Pormntation Ußt eich aus 

^ 'lidlzMüZ.*^'“^ Vertarisohungen je 


SO wird 


§ 17. Minoren Ordnung. 
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Aus dem Obigen geht hervor, daß 

± OlftOar. • • ■ Onr, 

ist, wobei das Zeichen + oder ~ eintritt, je nachdem rj, r,, . . . , r« eine 
gerade oder ungerade Permutation von 1, 2, . . ., n ist. 

Nun bleibt noch die Eigenschaft 4 zu beachten. Danach soll D gleich 1 
werden, wenn die Hauptelemente gleich 1 und alle übrigen Elemente gleich 
Null sind. Daraus folgt, das c gleich 1 ist, und wir haben 

Z) i UlfiUsr, . . . ®»ir„ • 

D ist also die Determinante, wie wir sie in § 9 definiert haben. 

Damit ist gezeigt, daß die Determinante durch die vier oben ange- 
gebenen Eigenschaften charakterisiert ist. 


Viertes Kapitel 

TJnterdetermmaiiteii. 


§ 17. Hinoren Ordnnng. 


Wenn man in der Determinante 

«u <ht 

I 

A = 


a«i »M • 


•Ol« 
• 02» 


0»1 • • O»» 


n — m Zeilen und n — Tn Spalten streicht, so bleibt eine m-reihige Deter- 
minante übrig. Man nennt sie eine Unterdeterminante oder einen 
Minor wi*® Ordnung von A, 

m IfBTiTi jeden der Werte 1, 2, . . ., n — 1 haben. Im Falle «i= 1 
b fth ey» wir Determinante mit einem einzigen Element Of , . Wir wollen 
eine solche Determinante gleich setzen, so daß die Minoren erster 
Ordnung die Elemente von A sind. 

Wenn ein Minor aus A durch Unterdrückung gleichnamiger Zeilen 
imd Spalten entsteht, so heißt er ein Hauptminor. 

Es gibt in einer n-reihigen Determinante 

[Ol-[-öSn3r]‘ 

Minoren Ordnung. [ ^ ] von ihnen sind Hauptminoren. 


80 


"^ertea XJntardeterminanteiL 


§ 18 . Somplementftre ttlnoreii. 

if Bei ein Minor Ordnung von A. Wenn man in .4 die Zeilen und 
Spalten streiolit, denen die Elemente von M angehören, so entstellt ein 
Miu nr N von (» — w)*“ Ordnung. 

Zwei solche Minoren wie M und N nennt man komplementär und 
jeden das Komplement des andern. 

Z. B. sind in der Determinante 

öl 

6 # 63 ^4 

Cj Cl C3 C4 
du ^3 


die Minoren 


und 


Ö 8 Ö 8 Ö 4 

ßj Ca C 4 

dg dg 


komplementär, ebenso die Minoren 


«lö* 

Ol c. 


und 


6*64 


Die Elemente von if mögen in den Zeilen. 

»•i> (»■i<»’a<...<rm) 

und in den Spalten 

®li ®|J • • •> *» (Si < «8 < . . . < O 

liegen, die Elemente von N in den 2^en 

, ^»+1» ^m+Sj •••>*» . (^m+1 < • • • r„) 

und in den Spalten 

^+ij • j ^ (^+1 < ^+8 < . • . < O • 

Jedes Glied von Jf hat dann die Form 


sgn 


Dabei stellt*) 


G:::3 


%«w 


«ine Paarung der Zeilen ri» *‘gi 
imd die Hauptpaamng lautet 


. , Tn, mit den Spalten a,, . . . , a,, dar 
V«1 • . . V/ 


*) öj» • ■ -1 80U eine Pennntaison von aj., «4,' . . bedentoL 



§ 18 . Komplement&re Mmoren. 
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Jedes Glied von N hat die Form 
f^m+l • • • 


Dabei bedeutet 


Wm+ 1 ■ • • Ofi/ 


line Paarung der Zeilen fn+ii ^m+ai - -m den Spalten 

^^ 2 , . . 8n, und die Hauptpaarung ist hier 


..rn\ 
\^4-l • • • Ä«/ 


-f-1 

Multipbziert man ein Gbed von M mit dnem Glied von so hat das 
>rodukt folgendes Aussehen: 


In A hat 
len Faktor 

?-obei 




»+i 

CJ;:::) 


Is Hauptpaarung figuriert. 

Es besteht eine einfache Beziehung zwischen 


nd 




Ofn+l 

Wenn man durch <x Transpositionen von 


G:::3 » G:::S- 

slangt und durch ß Transpositionen von 

r"+‘- zu 

VOfB+l • • • On/ \^+l • • • ®n/ 

> kann man durch ot-\- ß Transpositionen von 

f»-! »«>1 

^1^2 • • ' On/ 

. . . aw/ 


11 


Wertes ElftpiteL üntgrdotei miini iLtfln. 
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gelangen. Man hat also 


\a+ß 


oder, da 


und 

ist, 


“«“ar. : ; > : ; ; ::3- 

Wir können denmaoh folgenden Satz ausspreohen: 

M und N seien komplementäre Minoren der »-reihigen 
Determinante A. Das Hauptglied von M sei 

das Hauptglied von N 

^^+1 ^«+8 ^ ii+a * ‘ * ' 

Multipliziert man ein Glied von Jf mit einem Glied yrotiN 
und fügt noch, den Faktor 

hinzu, so hat man ein Glied von A. 

Der Minor M hat ml, der Minor N aber (« — m)I Glieder. Rechnet 
man das Produkt 

aus, so gewinnt man ,■ 

m I (n — m) 1 

verschiedene Glieder von A. Daß es lauter verschiedene Glieder 
werden, ist ohne weiteres klar. Zwei Glieder 

ik fhi0i dr,0| • • • und , dl • 

von A sind nämlich verschieden, solange nicht 


^n<*n 


ist. 


' ®i> — Ojjj 


0n= On 


Man nennt 


sgnf'’**’*---'’")^ 

® \aia»...8nJ 


das algebraische Komplement von M. Unter Benutzung dieses 
drucks läßt sich: unser Resultat so aussprechen: : 
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§ 18. Eomplementftre Minoren. 


Satz 10. Multipliziert man einen Minor Ordnung einer 
n-reihigen Determinante mit seinem algebraischen Komple- 
ment, so erhält man m\{n — m)\ Gliedel* der Determinante. 
Wir wollen jetzt noch 

sgn 


U«.. . . aj 


bestimmen. Dabei nehmen wir wie bisher an, da£ 



. ri<ra<... <r„, 

Si •< Sj <?...<! ^ 

und 

fn+l ^ ^m+2 fj! 

ist. 

^+1 ^+2 <'• • 1 < *n‘ 


Die Zahl der Derangements in • ' . 

»•l, »-i» • • M 

läßt sich leicht bestimmen, bildet mit f*! — 1 , mit rs — 2, . . . , fm mit 
r„ — m von den folgenden Zahlen Derangements. Außerdem gibt es keine. 
Die Gesamtzahl der Derangemdnts in r^, r^, . . ., fn ist also 


In 


®ij • • «j ^ 


gibt es 

Derangements. + + 2 

Nach der Schlußbemerkung in § 6 ist aber ' 


TO(WI-P-I) 


Da 


Q-j-a + Sf ,) , (mod. 2) 


weil in{m-\-i) immer gerade ist, so 'wird 


JSiTft -f- Sfi) ist die Summe der Zeilen- und Spaltenindizes von M oder auch 
die Summe aller Indizes in dem.Diagonalg^ed TOn M. 

Es gilt also folgende Regel für die Bildung des algebraischen Kom- 
plements von M: 

Satz 11. Um das algebraische Komplement eines Minors 
Af zu erhalten, bilde man zunächst sein Komplement N. Dann 

Eowalevakl, DetBrrnfnantim. 8 


34 Viertes EapiteL TJiitonleterniiiiuiteiL . 

lautet das algebraische Komplement -^N oder — jV, je nachdem 
die Summe der Zeilen- und Spaltenindizes vonJif (oder von^ 
gerade oder ungerade ist. 


§ 1&. Bei laplaoesclie Entwlckelnngssatz. 

Wir wollen «11^ Minoren ta*“ Ordnung betrachten, deren Glieder in m 
bestimmten 2ieilen der a-reihigen Determinante A enthalten sind. Die 
Indizes dieser Zeilen seien r,, . . ., fg,. 

Es gibt offenbar solche Minoren. M sei einer von ihnen und M sein 

algebraisches Komplement. __ 

Wir wissen, daß das Produkt MM^ wenn man es ausrechnet, 
»al (n — 4a) 1 Glieder von A liefert. Bilden wir die Summe aller Pro- 
dukte Jf^, so erhalten wir 

^”^4al(a — 9a)l = al, 

d. h. alle Glieder von A . Damit haben wir die Laplacesche Entwickelung 
einer Determinante nach den in m Zeilen enthaltenen Minoren gewonnen. 

Nur ein Punkt bedarf noch der Erörterung. Liefern zwei verschiedene 
Produkte MM wirklich lauter verschiedene Glieder von A ? 

M und Mx mögen beide die Zeilenindiz^ • • • > i^cht die- 

selben Spaltenindizes haben. Die Spaltenindizes von M seien . . . , Sm? 
die von M^ aber a^, a, a». Dann haben die Glieder des Produktes 

MM die Form , 

^ • • • > 

die von M-^^M-^ aber die Form 

) o'a > • • • > Permutation von 8[, a^, . . a,^, während Ui, 

Ut, . . ., Ofi eine Permutation von a;|, a^, . . . , ist. Es kann also nie 

Uj Oj , Og ^ U2 j • • • > Ofl Oin 

sein. 

Satz 12. (Laplacescher Entii^ickelungssatz.) Multipliziert 
man jeden Minor mf” Ordnung., der in m bestimmten Zeilen 
einer n-reihigen Determinante enthalten ist, mit seinem 
algebraischen Komplement, so ist die Determinante gleich 

üer Summe dieser Produkte. 

Der Satz gilt nach § 12 auch für die Spalten. 

Wir nennen diese Entwickelung kurz die Entwickelung nach m 
Zeilen bzW. Spalten. 


§ 19. Der Laplaoeaohe Entwioklaiigasats. 
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Beispiel. 

Entwickeln wir die Determinezite 



«1 fl * »4 
63 64 
C3 C3 C4 


• \ d^ d^\ 

nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich 


«1 03 

c* ^4 


fli fl* 

ö* O4 

+ 

fll fl4 

c* c* 

6x ö. 

<£3 d^ 


bl Ä» 

dt d^ 

öl Ö4 

dt d* 

fl* 

<h. C4 


fl* «4 

Cl ß* 

+ 

fl* fl4 

Cl c* 

Ö3 

dl ^4 


Ö* Ö4 

dl d* 

bt 64 

dl d* 


Insbesondere wird die yersohwindende Determinante 


gleich 

so daß 
ist, wenn wir 

setzen. 


«x fl* 

61 K 


«1 <»* fl* «4 

h ö* ö* 64 

Ol ct^ 

öl Ö3 Ö3 Ö4 


fl* «4 

1 

«1 ö* 

<*4 fl* 

1 

fll fl 4 

6* 64 

~r 

öl Ö3 

Ö4 ö* 

■T 

öl ö, 


2 ha 2^4 + 2h* 4" 2h4 2>2a — 0 


«» flall 
». 6.1/’ 


Nach dem Liaplacesohen Entwiokelimgssatz ist 

Die Summation erstreckt sich über alle Minoren Ordnimg Jlf , die in m 
bestimmten Zeilen der Determinante A enthalten sind. M ist das alge- 
braische Komplement von M. 

'V^ wollen nun ein anderes System von m Zeilen ins Auge fassen und 
mit SR einen Minor von A bezeichnen, dOT in diesen Zeilen enthalten ist. 
Dann, wird ^ 

Die ZeUenindizes von M seien ri, r,, . . ., r^, die von SR dagegen ii>, 
^a> ■ • • > beiden Kombinationen fi, fg, . . . , r» und r*, • • • , 

verschieden sein sollen, so kommt unter den Zeüenindizes von M wenigstens 
eine der Zahlen ti, I3, . . ., Xn vor und unter den Zeileiündizes von SR 
wenigstens eine der Zahlen ri, fs, . . ., fm- 


3 * 
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Viertes Kapitel. UnterdeteimiiiaiLten. 


Ersetzen -wir also in die Zeilen r«, . . fm durch die 2^ilen 
ti, I 2 , . . Im, so entsteht eine Determinante, die wenigstens zwei iden- 
tische Zeilen hat, also yerschwindet. Andererseits geht bei jener Ersetzung 

^MM in 

über. Es ist also ^ 

= 0 . 

In Worten lautet dieses Resultat: 

Satz 13. Multipliziert man jeden Minor m*®' Ordnung, der 
in m bestimmten Zeilen einer n-reihigen Determinante ent- 
halten ist, mit dem algebraischen Komplement des ent- 
sprechenden Minors in einem anderen System von m Zeilen, 
so ist die Summe dieser Produkte gleich Null. 


§20. Entwlckdimg nach einer Zelle. 

Wir wollen den Laplaceschen Satz auf den Spezialfall m=l an- 
wenden. Die Minoren Ordnung in m bestimmten Zeilen werden dann 
die Elemente einer bestimmten Zeile, etwa die Elemente 

flrl ? flrS 1 • ■ • j örn • 

Um das algebraische Komplement von Ofa zu finden, hat man die 
f*® Zeile und die Spalte zu streichen und die so entstehende (n — 1)- 
reihige Determinante mit dem Faktor (— !)»•+• zu versehen. 

Das algebraische Komplement von o^g möge Ar, heißen. Dann gilt nach 
dem Laplaceschen Satz für die Determinante A folgende Entwickelung: 

A = Ori Afi -f- «i-S AfZ -f . . . -f- Orn -^rn • 

Wir wußten bereits (vgl. § 14), daß die Determinante eine lineare 
homo^e Punktion der Elemente einer Zeile ist. Jetzt sehen wir, daß die 
Koeffizienten dieser linearen homogenen Funktion die algebraischen Kom- 
plemente der betrachteten Elemente sind. 

Satz 14. Multipliziert man jedes Element einer Zeile mit 
seinem algebraischen Komplement, so ist die Determinante 
gleich der Summe dieser n Produkte. 

Der Satz gilt nach § 12 auch für die Spalten. 

Beispi^el, 

■Wenn in der Zeile (oder der a*®^ Spalte), nur ein von Null ver- 
schiedmes Glied vorhanden ist, so reduziert sich jä auf 


§ 20. Entwickltmg nach emer Ze^. 
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Man kommt also in diesem Falle nach Absonderung des Faktors 
1)*'+'' Orc zu einer (n — l)-reihigen Determinante, nämlich dem Kom- 
lement von . 


Die Determinante 


Ou 0 ... 0 

o,, . . . 0 


OHiOna 


Onn 


1 der alle Elemente Null sind, die oberhalb der Hauptdiagonale liegen, 
t gleich 


ou 


On 0 
ÖSa «88 

«»2 «n8 


■er zweite Faktor ist gleich 


«aa 


«88 0 
«48 «44 

«hS 0*14 


0 

0 

0 

0 

«n» 


3W. 


Oll 0 ... 

0 



«ai «88 . • • 

0 

= 

«11«81- 

«nl «na • • • 

«nn 

t 


der Determinante 




«U «18 

• • • «in 


«81 «aa 

• • • «an 


«nl 

«na 

• • • «nn 


«nn 


e Glieder der Zeile fortnehmen (s ^ r) und durch die entsprechenden 
lieder der Zeile ersetzen, so entsteht eine Determinante mit zwei 
>ereinstimmenden Zeilen, die folghoh verschwindet. Andererseits geht 
»er A bei jener Ersetzung über in 

«»1 -^n “1" «»t -^8 ~f" • • • “h .^n •^rn • 

ithin ist 

Osi-^n "I“ «»8 -^ra "f" • • • ”h «an = 0 . 

Satz 15. Multipliziert män die Elemente einer Zeile mit 
»n algebraischen Komplementen der entsprechenden Ele- 
ente einer anderen Zeile, so ist die Summe dieser Produkte 
eich Null. 

Der Satz gilt hach § 12 auch für die Spalten. 
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Viertes Kapitel, ünterdetenninaaten. 


§21. Die y&ndermondeselLe Determlnimte. 

Um ein Beispiel zu Satz 14 und zugleich zu frfiheren SAtzen zu haben, 
wollen wir die Vandermondesohe Determinante betrachten. Das ist eine 
Determinante von folgender Form: 




a^-i flB-a 
^-1 tq-i _ . 1 




Wir ziehen in von jeder der n ~ 1 ersten 2^en die letzte Zeile ah. 
Ist das gojchehen, so enthalt die letzte Spalte lauter Nullen und nur rechts 
unten eine 1. Es wird also 


F.= 


0^-^ - a" ^ o? “ - ^ Ol- On 

oj“® - aj-® . . . a, - o» 


,11—1 
*n— 1 


— fl 


r' ««-f - 


®n— 1 ^ 


Aus der ersten Zeile köimen wir den Fairtor Oi — On , aus der zweiten 
den Faktor a, — a« herausziehen usw. Dadurch finden wir 


Ffi — (<>1 fl») (flj fl)») • • • {®»— 1 ^) Ffi , 


wobei 






. 1 

F« = 



_n— 8— r* 

. 1 





. 1 


ist*), vi durchlauft die Werte 0, ..., n — 2; v, die Werte 0, ..., 
n — 3 usw. 

Nach Satz6 zerlegt sich 7n in eine Anzahl von Determinanten der Form 


«T 




n— 3— >4 

’a 


® fl; 

«*•— 2— ; flfi— B-n 
1 “n * H— 1 **tl 

(0^vi<»t-2, 0^i/,<n-3, ,. 


. 1 
. 1 


. 1 

0<V„_2<1). 


' *) Wir benntsen bin die Identität 

o»* — 6»' «= (a — &) or— l—f . 

f divcblftnft die We^ 0 , I, r— 1 . 


§ 21. Die Vandermondesehe Detenninante. 
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Hier können ‘wir aus der ersten Spalte den Faktor a” ^ aus der 
zweiten den Faktor kerauszielien usw., so daß die Determinante 

lautet: 





• 

. 1 



. 1 


■ 

.. 1 


Sobald die Zahlen 


Vi, Vi, Vn-ii 0 


nicht alle verschieden sind, hat die letzte Determinante zwei überein- 
stimmende Spalten und ist also gleich Null 

Wäre nun <; » — 2 , so wären jene n—i Zahlen auf die » — 2 Werte 
0, 1 , w — 3 

beschränkt. Es gäbe also sicher zwei Reiche unter ihnen. 

Dasselbe ist der Fall, wenn Vt<in — S ist. Daxm sind nämlich die 
n — 2 Zahlen 

Vt, Va, ..., ^«-2, 0 

auf die n — 3 Werte 

0, 1, ..., « — 4 

beschränkt. Usw. 

Es bleibt sonodt nur das Wertsystem 

yi = n — 2, y, = » — 3,..., y „_2 = 1 

übrig, und iet gleich 


Oj — * 

og-s . 

.. 1 

og-*» 


.. 1 

n — 1 


.. 1 


d. h, gleich F« _ i- 

Wir haben also folgende Relation: 

F„ = (oi — On) (a, — a„) . . . (oh-i — 0«) Ffl_i . 

Da nun Fi = 1 ist, so wird 

F2==^*i — — ißl — “ (®1 ®») (®i (®a ®b) 

usw. 

Allgemein hat man 

F« = (Oi — o*) (oi — Oa) . . . (Oi — o*) 

(oj — a,) ... . (o* — a„) 


(On^l — On) . 


Viertes KapiteL Unterdeterminanten. 

Durch « — 1 Vertauschungen von je zwei Spalten kann man die erste 
Spalte yon F. an die letzte SteUe bringen,*) darauf durch » - 2 aoloher Ver- 
die zweite Spalte yon F. an die yorletzte Stelle uaw. Durch 

_ ^ n(» — 1) 

(n — 1) + (» — 2) + • • • + ^ — 2 


Vertauschungen von je zwei Spalten kommt man also von Vf^ zu 

1 « 1 . . . 

1 Ol . 






1 On . . • 


also 


Demnach ist (vgL Satz 2) n(n— i) 

Wn={- 

= («a — fli) (®s — «i) • • • ~ ®i) 

(Ö8 — ®l) • • ’ 


(Oh — «n-l) • 


Ersetzt man in der Determinante 



®u ®ia ■ 

. «IH 

Ä = 

«81 «88 • 

. Ogn 


«Hl «HS • 

•«HH 


«f-s 



jedes Otb durch 
so verwandelt sie sich in Wn . 

Daraus ergibt sich folgende Regel, die Determinante A zu berechnen: 

Man ersetzt in dem ausgerechneten Differenzenprodukt 
Wn jedes durch 

Dabei muß man aber vorher durch Hinzuffigen nuUter Potenzen sorgen, 
daß in jedem Gliede des ausgerechneten Differenzenprodukts alle ver- 
kommen. 

®ia 

«21 Ojia 


Um also z. B. 
zu erhalten, hat man in 


o,-ai=a; oj 


oj , oj , 0 ^ , al bezüglich durch «hi i ^ t ^ ersetzen. 


*) Kan vertoiusoht sie- (n~lVmal mit., ihrer reoht^ Nadhbsrin. 



§ 22. GrameEsdie Regel. 


41 


Noch einfacher lautet die Regel zur Berechnung von A , wenn man A 
in folgender Form schreibt*): 



®10 

Oll •• 

• ®1> n — 1 

A = 

®ao 

Oai .. 

• Oj) n — 1 



o«i.. 

• Oji, n — 1 


Um A zu erhalten, muß man in jedem Glied 


± af 


des ausgerechneten Differenzenprodukts die Exponenten zu zweiten 
Indizes machen, wodurch das Glied sidi in 

i ®*8| • • • ^Bfi 

verwandelt. 

Den hier erörterten Zusammenhang zwischen A und Wn hat Cauchy 
zur Definition von A benutzt. Axis den Eigenschaften von Wn ergeben sich 
dann die Eigenschaften von A. Z. B. multipliziert sich Wn mit dem Faktor 
—1, wenn man zwei der Buchstaben a® , . . ., On vertauscht. Daraus 
folgt, daß A sich mit — 1 multipliziert, wenn man zwei Zeilen vertauscht. 


Fünftes Kapitel. 

Systeme linearer Gleiclmngen. 


§ 22. Gramersche BegeL 

Wir betrachten ein System von n linearen Gleichungen mit n Un- 
bekannten «1 , aj* , . . . , ain . Ein solches System hat folgende Form: 

<>11 *1 + Oia “H • * • “i“ ^ » 

, <*ai ®an ^ — 

‘ ^1 H“ ^ ~ ^ • 

Ein Wertsystem , «a , ...» a;», das alle diese Gleichungen erfüllt, 
nennt man eine Lösung. 

Wir wollen annehmen, daß 



Ou <ha ■ ■ 

. Oin 

A = 

PlCL ®8a • • 

. a>%n 


o»i Ofti • • 

• On« 


die Determinante des Systems, von Null verschieden ist. 
•) Das iat gerade die von Leibniz benutzte ScdbreibweäHe. (V^. § 1.) 
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Fünftes EapiteL Systeme linearer Gleichungen. 


A,a sei das algebraisohe KomplemeiLt von 0 ,,. 

Multiplizieren wir die Gleiohungen des Systems der Reihe nach mit 

■^ 1 » > » • • ■ > Aftt , 


also mit den algebraischen Komplementen der Elemente der Spalte, und 
addieren dann alles, so ergibt sich 

ÄZa~ A^g -|- ... “I“ 6« Ang . 

Der Koeffizient von Xt wird nämlich 

Aig + Ott A^a -f- . . . -f- Ofti Ang 

und ist nach Satz 15 gleich Null, wenn t^a , und nach Satz 14 gleich A , 
wenn t = a ist. 

Aus den Gleiohungen (1) folgen also die Gleiohungen 

(1) ^ ^ >1^1. + • • • + KA. (, = 1 , 2 , . . ■ , a) ■ 


Das Umgekehrte gilt aber auch. Multiplizieren wir in (1) die Glei- 
chung mit Org und addieren dann alles, so erhalten wir 

“f" ®r8®a “f~ • * • "1" ®r»®H = br . 

Denn der Koeffizient von bt wird 

~i~ ^a-^<a H~ « • • 4" ^tiAj» 

A ’ , 


ist also nach Satz 15 gleich Null, wenn ^ ^ r , und nach Satz 14 j^eioh 1 , 
wenn i = r ist. 

Wir sehen, daß das System (1) die Lösung (1) hat und außerdem keine. 

fti A^g -f- 6j A^g -f- ... 6* A„g 

entsteht aus 


^aAig + Ojig Aa* -j- . . . + Ans 


dadurch, daß man die Elemente der Spalte der Reihe nach durch 
, 62 T * * ■ I eiroetzt. 

Daraus ergibt sich folgende Regd, die von Gramer durch Induktion 
gefunden worden ist (vgl. § 2 ): 

Man ersetze die Elemente der a^ Spalte von A der Reihe 
nach durch 5;i, bg, hn und bezeichne die so entstehende 
Determinante mit A.. Dann lautet die Lösung des Systems (1): 



Wenn , 62 , . . . , ö« alle gleich Null sind, so hat jede der Determinanten 
Aj , A 2 , . . 


§ 22. Gramersfilid Begel. 
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eine Spalte mit lauter Nullen. Es ist daher 

*1 = 0, a!2 = 0, Xn = 0 . 

Aus 

«u «a + Oia *a + • • • + Oin*fi = 0 , 

®ja "f" *a "I“ • • • H“ ®an *» = 0 , 


und 


folgt 


a„i*i + a»a®a+ • • • + Onn *«= 0 

0 

jCi=0, *8=0, a^i=0. 


Oll Oij . 

..Ol« 

0*1 Ojj . 

. . Oj« 

Oni Ona • 

. • o»« 


Um die Gleichungen 


aufzulösen, hat man in 


Beispiele. 

aia: 4 -öiy=Ci, 
a,sB + 6 ,y= Ojj 


Ol öl 

Os *s 


einmal die erste Spalte, ein zweite Mal die zweite Spalte durch 

Cl 

zu ersetzen. Dadurch ergeben sich die Determinanten 


Ci öl 


Ol Ci 

Oa h 


O* Os 


und die Lösung unserer Gleichungen lautet: 


X = 


y = 


Vorausgesetzt wird, dafi 


Cj_ öl 

• 

Ol öl 

Os ^a 

• 

Oa bt 

Ol Ol 


Ol öl 

Oa Oj 


öj Ög 


Ol h 
Og 


von Null verschieden ist. 

Will mau die Lösimg des Systems 

Oiaj + Äiy + CiZ= dl, 

a^x b^y ^ 

Oj,® + öaV + c,af== ^ 
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finden, so hat man in 


Ol Ci 

63 C| 
®S ^8 ®8 


einmal die erste, 
durch 


ein zweites Mal die zweite, ein drittes Mal die dritte Spalte 

da 


zu ersetzen. Dadurch entstehen die Determinanten 


dl öl Ci 


Ol dl Ci 


Ol Öl 

d» Ö3 6, 

? 

®a da C3 

> 

03 Ö3 d3 

<!?8 Ös Ca 


®8 da C3 


0* öj da 


und die gesuchte Lösung lautet: 



^ öl Ci 


Ol öl Ci 

® = 

da Ö3 C3 

: 

Oa öa C3 


Ög Cg 


Og Ög Cg 


Ol dl Ci 


Ol Öl Ci 

y== 

o, Ca 

: 

Og Öa Cj 


®8 di Cg 


®8 Ö3 Cg 


bl dl 


Ol öl Ci 

z = 

O3 Ö3 dg 

: 

®8 öa Ca 


<*8 öa ^ 


<*8 ög Cg 


§ 23. Bang einer Matrix. 

Ein System von Zahlen, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet 
sind, nennt man eine Matrix, und die mn Zahlen ihre' Elemente*). 

Eine solche Matrix hat, wenn man die Elemente ähnlich wie bei einer 
Determinante bezeichnet, folgendes Aussehen: 

Ou Ou . . . 

Ofi 0(3 ... 03» 


®inl • • • ®»in • 

Die in bestimmten Zeilen und fi bestimmten Spalten enthalten^ 
Elemente liefern eine Determinante,, die man eine jo-reihige Deter- 
minante der Matrix nennt. 74 Jmnn natürlich keine der beiden Zahlen 
w» , n übertreffen. 

Die einreihigen Determinanten der Matrix sind ihre Elemente. 
Ton quAdiatisohfin sprachen wir schon in § 8. 



§28. Bang eins Matrix. 
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Gibt es in der Matrix eine von Null v^obiedene r-reibige Determinante^ 
während alle mehr als r-reibigen Determinanten (falls solche existieren) 
gleich Null sind, so sagt man, die Matrix habe den Rang r. 

Ist der Rang der Matrix z. B. ^eich 1, so bedeutet dies, daB nicht alle 
Elemente gleich Null sind, daB dageg^ alle mehr als einreihigen Deter- 
minanten der Matrix verschwinden (falls solche existieren). 

Ist der Rang gleich 2, so gibt es eine von Null verschiedene zweireihige 
Determinante, während alle mehr als zweireihigen Determinanten gleich 
Null sind (falls solche existieren). 

Einer Matrix, deren sämtliche Elemente gleich Null sind, schreiben wir 
den Rang 0 zu. 

Folgende Operationen lassen den Rang einer Matrix ungeändert. 

1. Man darf die Zeilen als Spalten schreiben. Das heißt, die 
Matrizen 



■ • ®ln 

®21 • 

• • ®inl 


• • ®2n 

und • 

■ • ®oi2 

^1^2 • 

■ ■ 

®in ® 2 n • 


haben denselben Rang. 





2. Man darf die Zeilen beliebig vertauschen, ebenso die Spal- 
ten. Bei einer Matrix vom Range r (> 0) läßt sich durch eine passende 
Vertauschung der Zeilen und Spalten erreichen, daß die Eckdeterminante 

®u Oia . • . Oir 
• • • ®2f 


I Ofl Of* ■ . . Orr I 

ungleich Null ist. 

3. Man darf alle Elemente einer Zeile mit demselben von- 
Null verschiedenen Faktor versehen 

4. Man darf zu den Elementen einer Zeile die mitX multipli- 
zierten entsprechenden Elemente einer andern Zeile addieren. 
Von der neuen Matrix kann man zu d^ alten zurüokgelangen, indem man 
zu den Elementen einer Zeile die mit —X multiplizierten entsprechenden 
Elemente einer andern Zeile addiert. Man sieht sofort, daß keine der beiden 
Matrizen einen höh^n Rang haben kann als die andre. Jede /u-reihige 
Determinante der einen ist nämlich eme lineare Kombination von zwei 
ju-reihigen Determinanten der andern, wenn sie nicht selbst eine Deter- 
minante der andern ist (vgL Satz 6 und 7).. 

5. Man darf eine Zeile mit lauter Nullen hinzufügen oder- 
streichen. . 
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Fflnltoa EapiteL Systeme linearer Gleidhnngen. 


6. Man darf eine lineare Kombination der Zeilen als neue 
Zeile binzufügen. Die Matrix 


XiOix 4 • • • 

4 Xn<hii > ^®ia 4 • • • 4 j 

- ^®in 4 • • • 

«11 

»12 

öin 

<hL 


®an 





hat nfimlich denselben Rang wie 


®u 

. . . OjK 


^»1^* • • • • 

Man erkennt das durch Anwendung der Bemerkungen 4 und 5. 
Wenn eine Zeile eine lineare Kombination der andern ist, 
so darf man sie unterdrücken*). 


(1) 


§ 24. Lineare XTnabhänglgkelt. 

m Systeme von je n Zahlen 

( asu j » • • •» 
a®81 > ®S8 1 • • •) a^n» 


•••> aSjjiB 

nennt man linear unabhängig, oder kurz unabhängig, wenn die 


Gleichungen 

(2) 

nur durch 


^ a^ + »81 + • • • 4- A,n »„1 == 0, 

^ afja 4 ^ ajjjj -f- • • • 4 ^ a^8 “ 

^ aJi„-|- • 4 ^ »m« “ ® 

Xi = 0, la=0, ..., ^„,= 0 


befriedigt werden. 

Im Falle m>l können wir auch sagen, daß keins der Systeme 
eine lineare Kombination der andern ist. 

Im Falle m = 1 hat die lineare Unabhängigkeit den Sinn, daß das 
einzige vorhandene System 


1 »18 j • 

nicht aus lauter Nullen besteht. 


»!• 


*) Die Sitze 8 bis 6 gelten auoh für die Spalten 


§ 24 Liiieare UnabMujli^eit. 
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Wenn die Systeme (1) nicht nnahhängig sind, so sagen wir auch, daß 
zwischen ihnen eine lineare Relation besteht*). Damit meinen 
wir dann, daß die Gleichungen (2) sich durch ein Wertsystem ili ? ^ i • • • > 
befriedigen lassen, das nicht aus lauter Nullen besteht. Ist Xk ungleich Null, 
so sagen wir, daß in der erwähnten linearen Relation das System 

vorkommt. 

Satz 16. Die Systeme (1) sind dann und nur dann linear 
unabhängig, wenn der Rang der Matrix (1) gleich m ist. 

Für m ^ 1 ist der Satz offenbar richtig. '^5r künnen uns also auf 
m>l beschränken. 

Wenn die Systeme (1) nicht unabhängig sind, so ist in der Matrix (1) 
eine Zeile eine lineare Kombination der andern. Wir dürfen diese Zelle 
streichen, ohne daß der Rang der Matrix sich ändert (vgl. § 23 Nr. 6). Der 
Rang einer (m — l)>zeiligen Matrix ist aber höchstens gleich m — 1, also 
kleiner als m. Damit ist ein Teil d^ Satzes 16 schon bewiesen. 

Nehmen wir jetzt an, daß der Rang r der Matrix (1) kleiner als m üt. 
Im Falle r = 0 sind die Systeme (1) sicher nicht unabhängig. Sie bestehen 
alle aus lauter Nullen. Jedes ist also eine lineare Kombination der andern. 

Im Falle r > 0 können wir durch Vertauschung der Zeilen bewirken, 
daß in den r ersten Zeilen eine von Null verschiedene r-reihige Deter- 
minante steht. 

Es lassen sich dann n — r Hilf^ysteme 

yr+l,lj yr+1,8» •••» yr-\-\,n 
yr+a,l j yr+2,2i •••? yr + a,» 


y»! j y«a » • • • Vnn 

SO bestimmen, daß die Determinante 


*11 


«rl 

• • *rf» 

yr + 1,1 • 

• • yr+l,n 

y»i 

• • y»n 


ungleich Null ist. Man wählt in den r ersten Zeilen eine von Null ver- 
schiedene f-reihige Determinante, setzt die Hauptelemente ihres Komple- 
ments gleich 1 und die übrigen y alle gleich Null. Dann reduziert sich die 
Laplacesche Entwickelung nach den r ersten Zeüen auf ein Ghed, das 
abgesehen vom Vorzeichen gleich jener r-reihigen Determinante ist. 

. *) Diese Redeweise wanden wir im lalle. m>l an. 
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•pflnfteH Kapitel. S;^me linearei QleiohimgeiL 


Wenn wir nun auf die Gleichungen*) 

Xx a^H-...+^®Vl + Ar + i yr + 1,1 + • • • + ^ Vnx = » 

Al £Buj H- . . . + Ar aV2 + Ar+1 yr + 1,2 + • • • + ^ Vni — ^2 j 


Al a^nH- • • • 4" av* + ^- + 1 + + . • • + An Vnn — 

die Gr am er sehe Regel (§ 22) anwenden, so erhalten wir 



. . . , An — 


D ' 


3g {s = i, 2 j . . ., n) entsteht aus D, indem man in 2> die a*® Zeile durch 


fl'Al j ^2 j • • •) 

ersetzt. 

jD,+ 1 , Dr+a > • ■ • ) Al enthalten daher r + 1 Zeilen der Matrix (1). Da 
alle (r -f- l)-reihigen Determinanten in (1) gleich Null sind, weil der Rang r 
sein soll, so gibt die Laplacesche Entwickelung nach jenen r-|- 1 Zeilen 

A+ 1 = 0} -^r+a = 0 } • • • j -^n “ 0 . 

A,+ 1 , Ar + 2 } • • • } An siad also gleich Null, und man hat für Ä = r + 1, . . , 
n Gleichungen von der Form 

®Ai “ Al ®ii + ■ • • “l~ Ar aVi > 
a^2 ~ Al JCi2 + ■ • • 4“ Ar aVa j . 


®An — Al aiin 4“ - • • 4“ Ar aVn • 

Jede Zeile der Matrbc (1) ist demnach eine lineare Kombination der r ersten 
Zeilen. 

Damit haben wir auch den zweiten Teil von Satz 16 bewiesen. 

Wir können unser Resultat auch so formulieren: 

Satz 17. Wenn der Rang der Matrix (1) gleich rist (r>0), 
so lassen sich unter den Systemen (1) r, aber nicht mehr un- 
abhängige auswählen. Hat man r unabhängige ausgewählt, so 
ist jedes der Systeme (i)eine lineare Kombination von ihnen. 

Wir beweisen im Anschluß hieran noch folgenden Satz: 

Satz 18. Wenn in einer Matrix eine von Null verschiedene 
r-reihige Determinante vorhanden ist (r>0), deren (r+1)- 
reihige Superdeterminanten**) alle gleich Null sind, so ist der 
Rang der Matrix gleich r. 


*) A ist eine der Zahlen f 4-l> • • m. 

Daindt diese Snperdeteiminanten sich bilden lassen, mnü wnim eventoell Zeilen, 
und Spalten mit lauter Nullen .hinznffigen. 
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§ 24. Lineare TTnahhüngigkait. 

Wenn sin© Detenninant© ©in Minor ein©r änd©p©n ist, so n©nnt man 
dies© andere ein© Superdeterminante von jener. 

Wir wollen annehmen, daß in der Matrix (1) di© Determinante 


»12 • • 

. aJir 

»21 »21 • 

. X^f 

®Pl • 

. Xfr 


ungleich Null ist, während alle (r + ij'rsihigen Superdeterminanten von 
ihr gleich Null sind. 

Da die Matrix 

. . . Xfi X]^1 

• • • *Va ®Aa 

(Ä = r + 1 , . . . , w; e = r + 1 ) • • • > ^) 

®ir ®ar • ■ ■ 

Xi, X^,... Xrg Xh, 

den Rang r hat und in den r ersten Zeilen eine von Null verschiedene f-reihige 
Determinante vorkommt, so ist nach Satz 17 die letzte Zeile eine lineare 
Kombination der r ersten. 

Wir sehen, daß in der Matrix 

®ii • • • ®in 
»21 ®88 • • • ®an 

(Ä=r+ 1, . ..,Yn) 

Xf^ . . . Xfn 

^1 ^2 • • • 

die n — f letzten Spalten lineare Kombinationen der r ersten sind. Wir 
dürfen also nach § 23 die n ~ r letzten Spalten streichen, ohne daß der 
Rang der obigen Matrix sich ändert. Dieser Rang ist daher gleich r und 
aus Satz 17 folgt, daß die letzte Zeile eine lineare Kombination der r ersten 
ist. Dies gilt für = r -(- 1, . . . , m, und wir dürfen deshalb in der Matrix (1) 
die m — r letzten Zeilen streichen, ohne daß der Rang dieser Matrix sich 
ändert. Die Matrix (1) hat also den Rang r. 

Hieraus ergibt sich folgendes Verfahren, um den Rang einer Matrix 
zu bestimmen. 

. Man sucht ein von Null verschiedenes Element auf. Gibt es kein solches, 
dann ist der Rang der Matrix ^eich Null. Ist ein von Null verschiedenes 
vorhanden, so muß man seine zweireihigen i^perdeterminanten betrachten. 
Sind sie alle gleich Null, dann hatdie Matrix den Rang 1. Andernfalls muß 
man unter jenän ' Superdeterminanten eine nichtverschwindende heraus- 
Buchen und ihre dreireihigen Supwdeterminai^ten prüfen. Sind sie alle gleich 
Eovftleviki, Datennlnaatvi. 4 
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FfiniteB EapiteL Systeme linearar Gleidhongen, 


Null, daxui ist der Rang der Matrix gleicli 2. Andernfalls muß man unter 
ihnen eine von Null verschiedene auswählen und ihre vierreihigen Super- 
determinanten betrachten usw. 


§ 25. Systeme linearer hömogener Oleldiimgen. 

Eine lineare homogene Gleichung mit n Unbekannten Xg, 
hat die Form , , , . 

Ol Xi+Ot x,+ ...+a» x^==0. 

Wir wollen ein System von m solchen Gleichungen betrachten, 
/a “ ®2i ®i “l“ ®aa *a “h • • • “H = 0 , 




( 1 ) 


l/m — ßni •*^“h ®lwa ^ "i~ • • • “I” — 0 , 

und seine Lösungen bestimmen, d. h. diejenigen Wertsysteme 

®li ®ai • • •» ®n » 

die allen Gleichungen (1) genügen. 

Es kommt, wie wir sehen werden, darauf an, welchen Rang r die Matrix 

®11 ®ta • • • 

®aa • • • ®a» 


( 2 ) 


l®midma* • • ®r»n 


hat, die man die Matrix des Systems (1) nennt. 

Ist r = 0, d. h. sind alle a §^ch NuH, so ist jedes Wertsystem 
..., Zn eine Lösung von (1). 

Im Falle r > 0 können wir die Gleidiungen (1) in einer solchen Reihen- 
folge schreiben, daß in den r ersten Zeilen von (2) eine von Null verschiedene 
r-reihige Determinante auftritt. 

Sollte «n > r sein, so sind nach § 24 die m — r letzten Zeilen in (2) 
lineare Kombinationen der r ersten. Man hat also für h = r -f 1 , . . ., n 

Ou.+ ^9 ®ai + • • • + Afcf flVi , 

®Äa = ®ia + ^9 ®99 4" • • • 4“ Iät ®ra » 


— 1*1 Oin 4" 1*9 ®ai» 4" • • • 4“ l*r örn • 

Multipliziert man der Reihe nach mit a^,. Zg, . . . , a^i^und addiert ao 
ergibt gich, 

A = 1*1 /i 4" 1*9 /a 4" • • • 4" l*r /r » 

welche Werte auch die z haben mögen. 

Hieraus ist zu entnehnien, daß jede Lösung des Systems 

(3) /i ~ 0 1 /a — 0 , . . /f = 0 


§ 26. Die Losung des reduderten Systems. 5 j; 

auoh eine Lösung von (1) ist. Beide Systeme haben also dieselben Lö- 
sungen. 

Satz 19. Hat ein System linearer homogener Gleichungen 
den Rangr(>0), so kann man sich bei der Bestimmung der 
Lösungen auf r Gleichungen des Systems beschränken, in 
deren Matrix eine von Null verschiedene r-reihige Deter- 
minante yorkommt. 

Man nennt die m Gleichimgen (1) linear unabhängig oder kurz 
unabhängig, wenn ihre Koeffizientensysteme, d. h. die Zeilen der Ma- 
trix (2), im Sinne von § 2^ unabhängig sind. Im Falle m > 1 bedeutet dies, 
daB keine Gleichung aus den Übrigen durch lineare Kombination hervor- 
geht. Im Falle «n = 1 kommt die Unabhängigkeit darauf hinaus, daß nicht 
alle Koeffizienten Null sind. 

Der obige Satz läßt sich hiernach auch so formulieren: 

Hat ein System linearer homogener Gleichungen den 
Rang r, so kann man sich bei der Bestimmung der Lösungen 
auf r unabhängige Gleichungen des Systems beschränken. 

Diese r unabhängigen Gleichungen wollen wir das reduzierte 
System nennen. 

§ 26. Hie IiOBimg des reduzierten Systems, 

Durch eine geeignete Numerierung der Unbekannten können wir be- 
wirken, daß in dem reduzierten System 

®u H" *8 H" • * ■ H“ ‘hn ^ = 0 , 

®T, H" ~i“ • • • — 0 » 

äfi -|- Ofs ■ + ®rii = 0 


die Determinante 

A = 

Ou Ou . . 

®S1 ■ 

. <hr 
<hr 



OfX Of^ .. 

.. Orr 


von Null verschieden ist. 


Im Falle r = n liefert die Cramersohe Regel 
a^=0, »,= 0, ..., a^ = 0 

als einzige Lösung. 

Satz 20. Wenn der Rang eines Systems linearer homogener 
Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten ist,*) so muß 
man, um das System zu befriedigen, alle Unbekannten gleich 
Null setzen. 

*) Wir k O a nt«" auch sageii: „Wenn ein System linearer homogener Gleicihnngen 
so viel nnahh&ngigo Gleiehnngen enthält, als es Unbekannte gibt, uew,“ 
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Fflnfte^ Eapitel. Systeme linearer Gleiohnngen. 

Im Falle r < n können wir 1 , . . . , as» beliebige Werte beilegen und 
dann auf die Gleichungen 

aaXx + ... +airav= — {ai,f + i®r+i+ ••• +ain®n)» 

Oß -j- • • • + ®ir = — {®l,r + i 4" ••• +«Bn®n)j 



ariXi + .. . + a„av — — («f.f+l ®r+l4- • • • + «») 

die Gr am ersehe Regel anwenden. 

Bezeichnen wir mit Ägt die Determinante, die aus Ä entsteht, wenn 

man die Spalte durch • 

(hi 

(hi 

Ort 

ersetzt (i = r + 1, - . n), so ist nach der Gramer sehen Regel:*) 

1 

Xi = — + i 1 + . . . + 3S») » 

1 

— ■^(^*jf + l®r + l+ ••• +.d,„a„), 

1 . 

+ l "I” • • • "h “dffi **in) V 

Dies Gleichungen besagen, daß 

Xx, Xr, 

eine lineare Kombination der folgenden n -r r Lösungen ist: 


^l.r + l 

A ’ 

-d2,f + l 

A 

A 

,1, 

0,. 

.., 0, 

■dl.r + s 

A ’ 

■ds,r + a 

A 

-df.r-H 2 

A 

, 0, 

1,. 

.., Ö, 

■dm 

A^n 

Arn 


G,,, 

i 

A ’ 

A 

A 

, u , 

. ., 1 . 


Diese n — r Lösungen sind unabhängig (ygl. § 24) und j ede Lösung 
unseres Systems ist eine lineare Kombination von ihnen. Um- 
gekehrt ist jede lineare Kombination Ton ihpen eine Lösung unperes 
S^.ems.' . ■ ....... 

r Wenn wir p beliebige Lösungen hinschreiben, so sind darunter höch- 
stens n — r unabhängige. Fü^ wir nämlich noch die obigen — r Lö- 
sungen hinzu, so wird dadurch die Anzahl der unabhängi^^ Lösungen 

. ii , .. l !. 

*) Wir .wfndenjzngliBioh 13^ imd 6 am . 
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nicht vermindert. Da aber die ersten Lösungen lineare Kombinationen 
der n — r letzten sind, so haben wir jetzt genau n — t unabhängige. 

n — r unabhängige Lösungen bemtzen hiernach immer die Eigenschaft, 
daß jede Lösung eine lineare Kombination von ihnen ist. Nehmen vnr 
nämhoh zu n —• r unabhängigen Lösungen irgendeine (n — r 1)*® hinzu; 
so brateht zwischen ihnen eine lineare Relation, in der diese (» — r -f- 1)*® 
Vorkommen muß (vgl. § 24), weil soiwt die n — r ersten nicht unabhängig 
wären. Die (» — r -f 1)*" ist also eine lineare Kombination der n — r ersten. 

Man nennt ein System von unabhängigen Lösungen, aus denen sich 
jede Lösung durch lineare Kombination 'ergibt, ein Fundamentalsystem. 

Satz 21. Wenn der Rang r eines Systems linearer homo- 
gener Gleichungen kleiner als die Anzahl n der Unbekannten 
ist, so gibt es Fundamentalsysteme von n — r Lösungen. 

Um ein solches Fundamentalsystem zu erhalten, braucht man nur 
n — r unabhängige Lösungen zu suchen. 

§ 27. Kethode Ton Frobenlns zur Besthmnuiig eines 
Fundamentalsystems. 

Um ein Fundamentalsystem von Lösungen für r unabhängige lineare 
homogene Gleichungen 

®11 ®12 *2 4" • • • H“ ®i» *■ = 0 » 

®si *1 H“ ®sa 4" • • • H“ flan — 0 » 

^ 4" ®ra 4“ • • • 4“ öfn *» = 0 

zu finden (r < n), kann man so verfahren. 

Man fügt zu 

^ • • * ®n» 

On • • - 0|n 


^2 - • • 

n — r neue Zeilen 

<V + 1,1 <>»* + l,2 ■ ■ • ®r + l,n 
®r+2,l ^ + 2,2***®r+2,"n 


®n2 • • • ®»in 

derart hinzu, daß die Determinante 

<*n %2 ■ • • ®l'n 
^21 ®12 • • • ®|n 


^2 • ®n« 

nicht verschwindet. Daß dies möglich -ist, wissen wir aus § 24. 
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Fflnftos EapiteL Systeme linearer GUeidrangen. 


Bezeiclmet man nun mit Ajta das algebraische Komplement von Oh, 
in D, BO sind die Weltsysteme 



•df+i.aj •••» 

■df + i,n 

-^ + a,i > 

"df + a.a r • • • > 

-dr+a,ni 

-dfn , 

Aia» 

■dnn 


Lösungen von (1). Das folgt aus Satz 15 in § 20. 

Wenn wir noch zeigen, daß sie unabhängig sind, so wissen wir, daß 
sie ein Fundamentalsystem bilden. 

Aus den Gleichungen 

+ + — r A«! == 0 , 

^ -dr + i.a *4- H“ • • • ”h ^—r-dna ~ 0 , 

+ ^-Af + a.n“}" ••• — r-4n»*=0 

folgt aber, wenn man der Reihe nach mit a;ki, oai, ...,axn (^= r + > n) 
multipliziert und dann addiert, 

2)=0 (Ä= r+ 1 , ..., n). 

Alle X sind also gleich Null. Damit ist die Unabhängigkeit der Lö- 
sungen (2) bewiesen. 

§ 28. n — 1 nnabhihiglge Uneure Olelehnngen mit n homogenen 

Unhekannten. 

Bei n — 1 unabhängigen Gleichungen 

«u ®a+-.-+aiii i«n==0, 

®ai 5*1. + ®aa ®ii + • • • + ®a» fl« = 0 » 

flh + i,a ®a 4* • • • + ®n— i,n flSn = 0 

besteht ein Fundamentalsystem aus einer einzigen Lösung, die von 0, 
0, ..., 0 verschieden ist. 

Bezeichnet man mit D, diejenige Determinante der Matrix 

®ia • ' • ®ln 
®ai ®aa • • • ®an 


ön— 1,1 i,a * • • ®n— 1,« » 

die durch Streichung der Spalte entsteht, so liefert die Frobeniussohe 
Methode die Fundamentallösung 

Ar -A,...r 


§ 29. Bdiebige lineare Gleidumgasysteme. 
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Das algebraische Komplement von 0 »« in 


flu %» .. 

®iii 

O«! Ou . . 

®tn 


• Onn 

>.= (-!)“ 



O* O, 


Oj Os 


Ol o* 

ög ha 


6i 

' 

ft* 


ist nämlich , 

(— 1 )"' 

Streicht man den gemeinsamen Faktor (— 1)"~ ^ , so findet man die 
angegebene Lösung. Jede andere Lösung hat die Form 

Beispiel. Aus 

&i JBi -f- öj a»£ -f- öj 353 =s 0 

folgt 

oder, anders geschrieben, 

Vorausgesetzt wird dabei, daB die drei Determinanten auf der rechten 
Seite nicht alle gleich Null siud. 

§ 29. Beliebige lineare Gleidiimgssysteme. 

wollen jetzt em System von m linearen Gleichimgen betrachten, 
die nicht alle homogen sind. Ein solches System lautet 

Oll aä + Oia «!+••• +öin aJn = *i, 

~f“ ~h • • • H" ~ j 


<H Oz 


«8 Ol 


Ol <H 


* 

Ö8 


h bt 


( 1 ) 

Wenn a^, 


*Tl "H Öiwi ”f" • • • H" — Ö» i 

., Xn eine Lösung von (1) ist, so ist 

X^y X^y . . ., Xjy y 1 


eine Lösung von 

[ou «i + Ou ajj+...+Oi„ *„ + &iai»+i=sO, , 
^2j . ®>i “i” ®i "f" * » • ”1" ®iii ®n“h^i3« + i = 0, 

Idmi 4“ ®i ”h • • • “h + 

Ist umgekehrt 

a^L , a;8 » • • •» » ^+i 

eine Lösung von (2) imd ain+i ^on Null verschieden, so ist 




a^ 




^+1 

eme Lösung von (1). 




“W+i 
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FflAfbiaff Kapitel. Systeme lineai'er Gf^leioliLimgen. 


Wir finden also alle Lösungen von (1), wenn wir alle Lösungen von (2) 
au&uohen, bei denen aiw+i verschieden ist. 

Es sind nun zwei Mö^ohkeiten vorhanden. Entweder erfüllt jede 
Lösung von (2) auch die Gleichung 

^ + 1 — ö, 

oder es gibt Lösungen von (2), die dieser Gleichung nicht genügen. Im 
zweiten Falle hat das System (1) eine Lösung, im ersten Falle dagegen 
nicht. Wir müssen also feststellen, ob die Systeme (2) und 

«u ®t + 0« + - • • + «in aJn + *1 a* + i = 0 , 

_ «ai ^ "h «M “I* • • • "h «an ^®n H“ ^a + 1 “ ^ > 

(2) 

«»1 ah 4 - «ma *a + • • • + «mn a^ + as^+i — 0 , 

^ aSn + l ~ 0 

dieselben Lösungen haben oder nicht. 

^ Hat (2) denselben Rang wie (2), so ist jedes Fundamentalsystem von 
(2) auch ein Fundamentalsystem von (2), d. h. (2) und (2) haben dieselben 
Lösungen. 

Hat (2) den Rang r und (2) den Rang r -|- 1 » so bestehen die Funda- 
mentalsysteme von (2) aus » — r + 1 , die von (2) aber aus n — r Lösungen. 
Es gibt also Lösungen von (2), die nicht Lösungen von (2) sind. 

Wenn nun die Matrix 

«u «la • • • «in Oj 
«ai «aa • • • «an ^a 


^1 «ma • • ■ ^n 
0 0 ... 0 1 

den Rang r+ l.hat, so gilt dasselbe von der Matrix 

«11 %a * r * «in 0 

d^i Oaa • • . <*9n 0 


«mi «»a * • • «ain 0 

0 0 ... 0 1 . 

Dann hat aber 

«u «u • • • ^n 
«ai «aa • • • «an 

, «BH«»a • • • ^n 

den Rang r, also dmEiselben Rang wie 

«11 «la • • ■ «in 
, «n «aa • • • «an ^a , 

«»1 ^a ■ • • «mn * 


§ 29. Bdiebige Lineare QleiohiingBsysteme. 


67 


Damit ist folgender Satz bewiesen: 

Satz 22. Das System 

(hl «a + Ou + • • • + Oin «n = *1 , 
®ai ®i H“ ®aa ®a “l~ • • • "f" ®an ^ » 


ömi "1“ (hnt “1“ • • • “H 

hat dann und nur dann eine Lösung, wenn die Matrizen 

0x1 <*!*•■• (hn • ®ln ^1 

®ai ... Ogn ®ai 0*2 .. . Ofn ftg 

®»l^a • • ■ 

von gleichem Range sind. 

Man kann diesen Satz noch einfacdier beweisen, indem man sich direkt 
auf § 24 stützt. 

Wenn das System (1) eine Lösung hat, so bedeutet dies, daß 

öx , ög , . . . , 6 m 

eine lineare Kombination von 

Oxx, Ojx, . . ., Omx 

®iaj ®aa» • • •» ®»i 
j ®aii » • • •» ®inn 

ist. Dann hat aber nach § 23 (Bemerkung 6) die Matrix 

0x1 ®ai • • • ®»Hi 
Oxa Oaa - ' • ®i»8 


®in ®an • • • ®iBii 

<*11 Oai • • • (hii 
Oxa öjtt • ' ■ ^8 


®ifi ®aii • • • 
bl 6a ... 6 m 

[ (hl öii -.- (hn 

I ®ai • • • ®a* 

. ®i»i ^a • • • (htn 

Ou <*ia • • • (hn ^1 
Oai öaa • • • ®ai» ^a 

. (hn(hn»- • • (hnn^m 
(vgl. § 23, Bemerkung 1). ‘ 


(3) 

denselben Rang wie 

(4) 

also auch 

(3) 

denselben Rang wie 

(4) 
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Fünftes EapiteL Systeme linearer Gleichnngen. 


Wenn (3) und (4) beide vom Range r sind und man wählt in (3) r un- 
abhängige Zeilen aus, so ist nach § 24 jede andere Zeile in (3) und in (4) 
eine lineare Kombination von ihnen. Also ist 5^, b eine lineare 

Kombination der Zeilen von (3). Dies bedeutet aber, daß das System (1) 
eine Lösung hat. 

Wie viele Lösungen hat nun das System (1), wenn überhaupt Lösungen 
vorhanden sind? 

iBg, . . ., sei eine bestimmte Lösung und Xi, . . . , Zn eine 
beliebige Lösung von (1). Setzen wir 

*1 = + yi > = *2 + y* 1 • • •> ai» = + yn, 

BO ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen 

4" ÖÄs + • • • + ®»n = 6* 

und 

, aÄiai + a*2»i+ ... + aftn*n = ö» 

die Gleichung 

«Aiyi + öAayi+ ... +aAnyfi = o. (ä=i, 2, ...» «»). 

Umgekehrt folgt aus den beiden letzten Gleichungen durch Addition die 
erste. 

Wenn also xj, x', . . . , x» eine bestimmte Lösung von (1) und 
y*i . . • > Vn eine beliäige Lösung des Systems 

( yi "t" y« + ... + flin yn = 0 » 

/tx J ®ai yi + y* + ■ . . + ö>ii yn = 0 , 


l ®>jil yi + ®mayi + . . ■ + “Mn yn == 0 

ist, so ist 

®i + yi» ®i + yi, ..., asii + yn 

immer eine Lösung von (1) und jede Lösung von (1) läßt sich in dieser 
Form darstellen. 

Im Falle r = n läßt das System (5) nur die Lösung 

yi = 0, yi = 0, ..., y«=:0 

zu. Dann gestattet auch das System (1) nur eine Lösung, vorausgesetzt, 
daß die Matrix (i) denselben Rang hat wie (3), d. h. den Rang n. 

Im Falle r<» sei 

Vui yui . . .1 ym« 

yn I t/t» 1 ... 1 yi» 1 


1/n—r,li t/n—r, 1 1 • . • , 


y»— r, n 


§ Sli Defilnition des ProdTil:fa aweier Mattizen. 
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ein Fundamentalsystem von (5). Dann sind alle Lösungen von (1) in fol- 
gender Form darstellbar: 

“ ®l “1“ ^ Vll “h ^ P 2 I “h • • • “f~ r yn— r. 1 1 
ajj = aJg H" ^ "1~ • • • H“ An— r Vn—r, 2 j 

^ ~ “I“ Aj I/jn "h Aj y^n ”1“ • • • “1“ An — r Vn — r, n • 

Die A darf man beliebig wählen. 


Sechstes Kapitel. 

Multiplikation von Matrizen nnd Determinanten. 


§ 30. FrodnM zweier Systeme von n Zahlen. 

Xn xmd yi, . . ., seien zwei Systeme von n Zahlen. 
Wir wollen den Ausdruck 

^yx + ^%y%+ ••• + ^yn 

mit {x y) bezeichnen und das innere Produkt*) oder kurz das Produkt 
der beiden Systeme nennen. Dieses Produkt kommt also dadurch zu- 
stande, daß man jede Zahl des einen Systems mit der entsprechenden 
Zahl des anderen Systems multipliziert und die Resultate addiert. 

Man sagt auch, daß das innere Produkt zweier Systeme durch 
Zusammensetzung oder Komposition der beiden Systeme entsteht. 
Man meint damit, daß die entsprechenden Zahlen multipliziert und die 
Resultate addiert werden. 

§ 31. Definition des Frodnkts zweier Matrizen. 

Wir betrachten zwei Matrizen mit m Zeilen imd n Spalten: 


(A) 

' • • • ®in 

®S1 • • • ®Sn 

1 


l • • • ®»»ii 

und 

f ^ • ^11» 

(B) 

1 &U. hu . . . hstt 

1 


l • • ^«nn 


*) Diese Beseidhnimg rflhrt von H. Grassmann her. Da w hier nur eine Art 
von Prunkten braaohen, können vir statt ,4iineres Produkt" einfsoh „Produkt“ sagen. 
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ßedhstes EapiteL MdtipUkation yoa liAtricea imd Detarnunan 


Das Produkt der Zeile voa (A) und der Zeile von (B) be- 
zeichnen wir (vgl. §30) mit ( 0 ^ 6 «). Es ist also 

~ H“ ^8*4“ • • ■ 4" ^tn • 

Aus diesen Produkten können wir die folgende quadratische 

Matrix bildeni . . 

(oi * 1 ) («1 *■)••• («1 &«) 

(Oa 61) (o* öa) . . . (Oa &») 


{Om öl) (oj* 6a) • • • (a« ö») . 

Die Determinante dieser Matrik, also die Determinante 


(oi 61) (Oi öa) . . 

• («1 ö«) 

(o* öl) (Oj, 6,) . . 

• (ä* ö«). 

(<*» öl) (Oto ö^ . . 

• (a»nöj 


nennt man das Produkt der beiden Matrizen (A) und (B), und man 
schreibt 



■ • Oin 


Öu öu . 

.. b^n 


(Oi öl) (Oi Ög) . . 

• i<h ö«) 

0*1 o** . 

.. Og» 

• 

Öjtt Ögji . 

.. ö*. 

sss 

(Og 61) (Og Ög) . . 

• («a ög.) 


• • Oft!« 


öflilöfli* . 

• ■ öfun 


(Ow öl) (Om ög) . . 

(o«ög.) 


Im Falle m = 1 haben wir es mit dem Produkt zweier Systeme von 
n Zahlen zu tun. § 31 ist also als eine Verallgemeinerung von § 30 an- 
zusehen. 


§ 32. IProdnlct zweier Determinanten. 


Wenn m = n ist, sind Ä und B zwei quadratische Matrizen mit n 2^ilen. 
Wendet man auf das Produkt AB mehrere Male den Satz 6 an 
(bezogen auf die Spalten), so ergibt sich, dafi AB gleich 


(1) 

2 

®iri öin» Oi»w öan • 
®an öifi» «ark ögr, . 

••«ir„Ö„r„ 



Ölfi J Ögy. . 

. . «wrgönrg 


ist. Jede der Zahlen r^, r,, . . ., r„ kann die n Werte 1, 2, , . n an- 
nehmen. Die Summe besteht also aus Determinanten. 

Nun ist aber nach Satz 5 


®lfl ÖlfiJ Olf, Ög,^ . . 

®l'’n 

' 

®ir, • 


öii^i ®af•öa^ • • 

«arnönrg 

— . 

Oaii ®tri • 


^rt Öiü» Ofir, Ögii^ . .' 

aHr„Ö«fg 


Owfl Onrt • 

* ■ B 

.Ortrg 




§82. Prodidct zweier iDeterminaiitea. 


^ei von den Indizes r^, r^, . . fn einander gleich sind, hat 
riinante 

OlrxOir. ••.»irn 
®lri ®ir, • • • ®ir„ 


I flnri flnr* • • • ^nr« | 

^instiinmende Spalten, ist also (vgl. Satz 3) gleich NuU. 
cönnen uns daher auf diejenigen Werts^teme r^, r„ 

3 x 1 ^ die aus lauter verschiedenen Zahlen bestehen. Die 
cx bei (1) erstreckt sich cfann über alle Permutationen von 

X w l ou Ol, . . . Oin 1 


®u ®u • • 

• ®in 

®I1 • • 

• ®2n 

®iii • • 

• dnn 


Determinante (2) gleich ± iK (vgh § 13). ln (2) lautet das 


ed hat in ^ den Faktor 

' MVu'-'r}- 

eterminante (2) ist demnach ^eioh 

rj- 

umme (1) laßt sich so schreiben: 




rj*« 



... 6in 


= öja 

... Özn 


&»! 6fia 

• « • &nn 

§9) 




omme (1) wird also gleich 

23. Das Produkt der beiden Matrizen 

' . ®u 

®Z1 ®ZS. • • • J &ai • • • ^zn 


• ^nn 


‘- dem Produkt ihrer Determinahlien. 
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Wir können di^en Satz auch so formulieren: 

Satz 24. Das Produkt der beiden Determinanten 


Ou Oia .. 

• Ojn 


*ia • 


On 0,2 .. 

. o,« 

und 

öaa • ■ 


0|ii On, . 

• Oftn 


■ 

• bnn 


läßt sich als 9i-reihige Determinante schreiben, und zwar 
hat man 


®u ®ia • • 

• Oin 


6ii 6i, . 

.. ftl« 


(0i 6i) (oi ö,) . 

• (Oiftn) 

0,1 OjH . . 

• 0,n 

• 

0,1 . 

• ■ ^an 



(o, fti) (fl, Ä,) . 

• (Oaft«) 

Oni On, . 

• Onn 



• • 


(On bj) (On ft,) . 

.(Onft«) 


wobei {Of bf) = Of^ bg^ ®ra ^ta “1~ • • • "h 

ist. 

Man nennt diese Multiplikation zweier Determinanten die Multi- 
plikation nach Zeilen. Es gibt noch drei andere Arten, zvrei Deter- 
minanten zu multiplizieren. Man kann vor der Multiplikation die Zeilen 
von % oder die Zeilen von !B oder auch die Zeilen von ^ und die Zeilen 
von SB als Spalten schreiben und dann nach Zeüen multiplizieren. Die 
Elemente der Produktdeterminante entstehen dann durch Komposition 
der Spalten von E mit den Zeilen von SB oder der Zeilen von ^ mit den 
Spalten von ® oder der Spalten von mit den Spalten von Endlich 
kann man noch die beiden Faktoren und SB vertauschen. 

So läßt sich z. B. das Produkt von 


b^b. 


und 


ßi ß i 

n ya I 


zimächst auf folgende vier Arten als zweireihige Determinante schreiben: 


ßi + ^a ßit yi +.^a ya 
Oijffi + Ca A. <ayi+Caya 

(Zeilen von 2> mit den Zeilen von J komponiert). 


^^1‘f'^a.yij ^i^a+^sya 
.<aAH“^yn öi^a“h®aya| 

(Zeilen von D mit den Spalten von J komponiert). 


Ä + ®i ^ai yi 4- A y* 

^aÄ + c,^., 6*^1 + Cb y* 

(Spalten von D mit den Zeilen von ^ komponiert), 
^A 4 * Ciyi» ^i^i + Ciya 

(Spalten von t) mit den Spalten von .^ komponiert). 
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Vertauscht man jD mit so erhält man vier andere Ausdrücke für 
DJ , die aber aus den obigen durch Uzaklappung um die Hauptdiagonale 
entstehen. 

§33. Das Quadrat der TandermoiidescheiL Determinaute. 

Um eine Anwendung des Multiplikationssatzes der Deter minan ten 
zu haben, wollen wir das Quadrat der in § 21 betrachteten Vander- 
mondeschen Determinante Wechnen. 

Multiplizieren wir . 




Og-l on-8 


mit sich selbst, indem wir Spalten mit Spalten zusammensetzen, so 
ergibt sich 

' — 8 — 8 • • • — 1 

I 8 — l • • • *1» — 8 


n= 


So 


8n—l Sn—i 

Dabei hat 8jc folgende Bedeutung: 

^ + • • • + ^ • (Ä == 0, 1, 2, . . . ) 

8q ist also gleich n. 

Aus § 21 wissen wir, daß VI gleich 

(«1 — a,)*(ai — og)* . . . (oi — On)“ 

(®1 Os)* • • • (o* o»)* 


(On-i — «n)* 

ist, also gleich dem Quadrat des Differenzenprodukts der n Zahlen Oi, 
, On . Das Quadrat des Differenzenprodukts läßt sich denmach 


‘ 8 > 


durch die Potenzsummen Sfc ausdrücken, und zwar in Form einer Deter- 
minante, deren Elemente solche Potenzsummen sind. 

§ 34 Produkt rechteddgOr Matrizen. 

Wenn wir zwei rechteckige Matrizen 


Oll «18 
®81 ^ 




und 


^18 

^81 ^88 


^8« 


(m^n) 


^1®W8 • • • • • ■ ^wn 

nach Zeilen midtiplizieren, so ist es erlaubt, in jeder Matrix h Spalten 
mit lauter Nullen als (n + 1)*"., (n + 2)*® , (n -|- ä)*® Spalte hinzu- 
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zufügen. Dabei bleiben namüch die Elemente (Oy. b,) der Produktdeter* 
minante völlig unverändert. 

Im Falle m>n können vnr durch Hinzufügen von m — n Spalten 
mit lauter Nullen die Matrizen quadratisch machen. Dann ^d nach 
Satz 23 ihr Produkt gleich dem Produkt von zwei m-reihigen Deter- 
minanteny deren jede wenigstens eine Spalte mit lauter Null^ enthält, 
also gleich Null ist. 

Satz 25. Multipliziert man zwei Matrizen mit m Zeilen und 
n Spalten, so ist die Produktdeterminante im Falle 
gleich Null. 

Da wir den Fall m ~ n schon in § 32 untersucht haben, bleibt nur 
noch der Fall m<n übrig. 

In diesem Falle ist das Produkt der beiden Matrizen gleich der 
folgenden Summe (v^. Satz 6): 


d. h. gleich 


^Ifi» %fi ^sr, • 


®*»-m ^»»'m 









• 

(1) 

z 

®an ®ar. • • 

•»ir« 






^iri ^ar, • • • ftfi 


Jeder von den- Indizes fg, ..., **„ nimmt die Werte 1, 2, ..., n 
an, so daß die Summe aus Gliedern besteht. Wir können aber von 

denjenigen Systemen fg, . . ., fn, absehen, bei denen zwei Indizes gleich 
. sind, weil ihnen verschwindende Glieder von (1) entsprechen. 

Die Glieder der Summe (1) lassen sich in Gruppen zusammenfassen, 
und zwar wollen wir alle Glieder, die aus einem bestimmten durch Ver- 
tauschung der Indizes fi,. fg, ..., r«, entstehen, mit diesem zu einer 
Gruppe rechnen. 

Die Summe der Glieder einer solchen Gruppe läßt sich also in 
folgender Weise schreiben: 


(2) 


Oifi • «Ift» 

Ogp, . . . 

®»ei • • • ***i«ei» 




.ft 
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Diese Summe besteht aus m\ Gliedern und ^ ist eine 

Permutation von r^, Die Determinanten 



•®1P« 


®lri ®lri • 


®aei ®ae» • • 


und 

®an ®ar. 


®m9i • ■ 



®mri • 



unterscheiden sich (vgl. § 13) nur um den Faktor + 1 oder — 1. Das 
Hauptglied der ersten Determinante ist in der zweiten mit dem Faktor 

/I 2 ... m\ 

Ul ^ 

behaftet. Als Hauptpaarung zwischen den Systemen 1, 2, ..., m und 
»•i, »’s» •••. gUt dabei /I2...*n\ 

Ur* ... rj* 

Die beiden Determinanten unterscheiden sich also um den Faktor 
sgn ^ ^ , und ^e Summe (2) läßt sich in folgender Weise 

schreiben: 


®irt • 

®afi ®afk • 

•«ir« 

• ®af„ 


12... 

h ^a • • • 



dmn • 







Nun ist aber 
^ /I 2 ... m' 


Die Summe (2) wird also gleich 


• Pm 


^iri 

^ari ^an 




«in «if. • • 



^Ifi ^ir, • 


^an ®aft • • 

• <**»■»» 

• 

^an ^ar, • 

• ^ar„ 


• “»»»■« 


^mri ^mu * 

• *«»•« 


I * ' 

und (1) ist die Summe aller dieser Produkte. 

Üin zu wissen, 'Wie viele solcher Produkte es gibt, braucht man nur 
zu ermitteln, auf wie viele Arten sich unter n Dmgen m (< n) Dmge 
herausgreifen lassen, oder wie viele Kombmationen von n Dingen zur 
löasse existieren. 

*) Wir dttriön anneihinen, daß r3i<cr,<:..^<!»'miflt 
^ ‘ ' R 

Xowalewakl, netemlntnien. 


66 


Sedbstefl Kapitel. Mnltiplilatioii von Hatrisen und Deteinmnaiiten. 


Wir ^sqn, daß es fn\ _ nl 

\jn) ~ ml (ti — w») 1 
solche Komhinationen gibt. 

Satz 26. Das Produkt zweier Matrizen mit m Zeilen und 
n Spalten findet man im Falle n, indem man jede m-reihige 
Determinante der einen Matrix mit der entsprechenden Deter- 
minante der andern Matrix multipliziert und alle diese Pro- 
dukte addiert. 


Das Produkt der beiden Matrizen ist also gleich dem Produkt zweier 


Systeme von 



Zahlen im Sinne von 


30. Um das eine System zu 


erhalten, schreibt man die m-reihigen Determinanten der einen Matrix 
in irgendeiner Heihenfolge auf. Das andere System besteht aus den ent- 
sprechenden Determinanten der andem Matrix. 


§ 35. Anderer Beweis des UnltlplfkatlonssatzeB der Betermiiianten. 

Das Produkt der Determinanten 


91= 

<*11 <*1* . 
<*11 ■ 

• • <*111 

und SB = 

Öjj . 
&M . 

• 

.&.n 


<*ni • 

• • <*nn 


^r»l • 

• &nn 


keuen man durch eine (2n)-reihige Determinante darstellen. 
Entwickelt man nämlich die (27i)-reihige Determinante 


<*U <*12 • 

• • <*111 

0 0 . 

. 0 

<*ai <*81 • 

• • <*in 

0 0 . 

. 0 

<*»il <*na • 

• • <*nn 

0 0 . 

. 0 

<01 <hi • 

• • < 5 lfi 

6 ii 6 i 2 . . 


< 5 »! <521 • 

• ' < 52 » 

621 ^22 ’ • 

• ^an 

®M1 < 5 « • 

• • < 5 »» 

^»1 ^»1 ■ 

• ö»» 


nach den n ersten Zeilen (vgl. § 19), so reduziert sich diese Entwicke- 
lung auf ein einadges Glied. Denn in den n ernten Zeilen ist ^ die einzige 
von Null verschiedene Determinante imd ihr algebraisches Komplement 
ist 3B. 

Die Elemente tv* können wir ganz beliebig wählen. 

'Wir wollen nun alle Or, mit zwei verschiedenen Indizes ^eioh Null 


§ 86. Audorei Beweis des MnltiplikBitiQiissatzes der Determinanteiu ß7 

setzen, alle c,, mit gleichen Indizes aher gleich — 1. Die (2«)-reihige 
Determinante lautet Hatiti 


®u 

. . . Oin 0 0 . 

.. 0 

«n ®sa 

... c^n 0 0 . 

.. 0 

OniOAs 

a 

O 

o 

.. 0 

-1 0 

i 

o 

- . *ln 

0-1 

... 0 *82 • 

..*.n 

0 0 

... 1 *fH *»8 . 

. . *»« 

Addieren wir hier zur 

(n + a)^ Spalte (a=l, 2, ..., n) die mit 

Ois multiplizierte erste, ferner die mit bgg 

multiplizierte zweite Spalte 

usw., schließlich die mit 6»« 

multiplizierte Spalte, so bleibt die Deter- 

mmante ungeändert (vgl. Satz 7). Andererseits hat sie nach dieser Um- 
formung folgende Gestalt: 

«u «u 

• . • Oin Pu Pl% 

• . • Pi» 

Ojl Ou 

. . • <hn PsL Pm 

- . • Ps» 

<*ni Ö»! 

. . . Onn Pni Pn» 

• * • Pnn 

-1 0 

...000 

... 0 • 

0 -1 

...000 

... 0 

0 0 

... -1 0 0 

... 0 

Dabei ist Pra = <hib 

1 « "h ®r8*l«“l“ • • 

• “f” ®rn *n« • 


Pr« entsteht also durch Komposition der Zeile von ftC mit der 
Spalte von IB. 

Die obige (2n)-reihige Determinante entwickln wir nun nach den 
n letzten Zeilen. Diese Entwickelung reduziert sich auf ein einziges 
Glied, weil es in den n letzten Zeilen nur eine von Null verschiedene Deter- 
minante gibt, nämlich 

-1 0 ... 0 

0 —1 ... 0 _ ^ 


Ihr Komplement ist 


Pu Pu . . . pi„ 

Pn Pu • • • Pan 
Pni Pna • • • Pnn 


6 * 
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Um das algebraische Komplement zu erhalten, muB man noch den 
Faktor (_l)i+a+...+n+(n+i)+(n+a)+...+an 

hinzufügen (vg^ Satz 11). Nun ist aber 

1 2 + ... + »» + (w 4- f-) + (w + 2) + • • ■ +2» 

= 2(1 + 2+ ...+n) + n*. 

Der fragliohe Faktor ist also (—1)”* und die (2n)-reihige Determinante, 
d. h. USB, wird gleich 


Pu Pi* 
Pu Pu 


•Pin 

•Pan 


Pni Pnt • • ■ Pnn 
denn (—1)«* + « ist gleich 1, weil 

n* + n = » (n + 1) 

eine gerade Zahl ist. 


§ 36. Anderer Beweis des Knltlpllkatloiissatzes reehteeldger 

Katrlzen. 

Auch der Multiplikationssatz rechteckiger Matrizen läßt sich durch 
das in § 35 benutzte Verfabren beweisen. 

Wenn die beiden Matrizen 


«u ®ia • • 

• Oin 

^ ^la • • 

. &i« 

a^l Ogg . . 

• »an 

njld • • 

r ^an 

^a • 

• • dnn 

^mi ^«a • ' 

> • ^mn 


zu multiplizieren sind und m kleiner als n ist, so bilden wir die folgende 
(m + n)-r6ihige Determinante 


0 

0 .. 

.. 0 

flu ®U •• 

• öin 

0 

0 .. 

0 

Ou Og, .. 

• ®Bn 

0 

0 .. 

0 

®mi ö»a • 

• ®»nn 

Äu 

öu .. 

^«1 

-1 0 . 

. 0 

öia 

ftaa •• 


0-1 . 

. 0 

6in 


&mn 

0 0 .. 

.-1 


2 > = 
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Addieren w zu der Spalte die mit multiplizierte {m + 1)*®, 
mit multiplizierte (tn -|- 2)^, . . die mit b,„ multiplizierte 
(»TO + n)*“ Spalte (a = 1, 2, . . m), so wird 


(Oi 6i) (oi 6a) • • • (öl M «u «u • • • «in 
(Oa öl) (Oa öa) . . . (Oa ö„) Oai Oaa . . . Otn 


(a»nfti) (öm&c) 

• ■ • ^m) ömi öjna • • • ^hnn 

0 

0 

... 0 

-10 ... 0 

0 

0 

... 0 

0 -1 ... 0 

0 

0 

... 0 

0 0 ...-1 


Entwickeln wir nach den n letzten Zdlen, so ergibt sich 



(öl h) (öl öa) . 

• (öl ö„) 

D = (-1)" 

(öa öl) (oa öa) . 

■ (öa 


(öm ^i) (ö»n Öa) . 

■ (ö»n Ö,n) 


( — 1)"jD ist also das Produkt der beiden Matrizen im 'Sinne von §31. 

Wir können nun aber auf D, ohne vorher eine Umformung vor- 
2Txaehmen, den Laplaceschen Satz anwenden. Entwickeln wir nach 
den m ersten Zeilen, so kommen nur die Determinanten 



öifi öir, . 


M = 

öifi öar, . 

• • ®a>m 


öpiri öjjir, • 



in Frage. Dabei sind fi, r^, . . ., r„ Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . n, 
und es ist 

fl < fa < . . . < f« . 

Es handelt sich jetzt darxun, das algebraische Komplement von 
2kr zu finden. 

Um das Komplement K von M zu erhalten, müssen wir m D die 
rrh ersten Zeilen und die Spalten mit den Indines i» -}- fi, . . ., 

rrv Tn sireichen. Die m ersten Spalten der Determinante K lauten 

öji öai . . . 6fl,i 

öja öja • . • 6«a 


^1" • • • ^mn > 

and in ihren n — m letzten Spalten gibt es nur n — m von Null ver- 
(oliiedene Elemente. Die Zeilenindizes pa» • • Qn—m dieser Elemente 
lind die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, . . ., n stehen bleiben, wenn man 
"i » darin streicht. 
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In den n — m letzten Spalten von K ist also nur eine von Null 
veraohiedene Determinante mthalten, und sie hat den Wert (— 1)*—**. 
Ihr Komplement in K ist 

j^, ^%Tt • • • 

• * • *«^«1 

Um das algebraisohe Komplement zu haben, muB man den Faktor (— !)<> 
hinzufüg^, wobei 

(T = + ^9 H" • • ■ 4" Qn—n + (*» + !•) + (** 4" 2) + • . • 4" ^ 

ist. 

K hat dann nach dem Laplaceschen Satz den Wert 

(_ l)n-m+ff 

Das algebraische Komplement M von M ergibt sich aus K durch 
Multiplikation mit (—1)*, wobei 

« = 1 4- 2 + ■ . . + » 1 4“ (*» 4" ^i) 4“ 4" »“i) 4" •■• + (*** 4“ ^m) » 

ist. 

Offenbar wird nun 

<T T = m* -|-2(l-j-2-4- ... -|-w), 

also 

(_ = (_ 

weil 

m=i m{m — i) 

eine gerade Zahl ist. 

Auf Grund des Laplaceschen Satzes haben w 
D =2jfir = (- 

Andererseits war [aber (— l)”il das Produkt der beiden betraohteten 
Matrizen. Also ist dieses Produkt gleich Jf', d. h. gleich 



®iri ®ir. • 

• “1% 


^Itx ^ir, • • 



®9»i ®9ri • 


• 

^»Tt ^ar, • • 

• 


^tx ßnr» • 



^mr, ^mrt • 
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Siebentes KapiteL 

Determmanten, deren Elemente Minoren einer 

andern sind. 


§ 37. Beziproke Determinanten. 

Jed^ Element 0 ^« der Determinante 



Ou Ou •• 


D = 




Uni Uji* • 

• Unn 


at ein algebraisches Komplement A,, . Um Afa zu erhalten, muB man 
L jD die f*® 2ieile imd die a*® Spalte streichen und dann mit (— !)’■ + • 
Lultiphzieren. 


Die Determinante 

■^11 -^1* • 

• Ain 



.A^n 


AniAn2 . 

• Ann 


3nnt man die zu D reziproke Determinante. 

Man erhält also zu einer gegebenen Determinante D die reziproke, 
dem man jedes Element von D durch sein algebraisches Komplement 
setzt. 

Multiplizieren wir JD und A nach Zeilen, so ergibt sich 


L der Tat ist 


J)A = 


D 0 
0 D 


0 0 


0 

0 

D 


^1 -^«1 " 1 “ “h • • • “h Ufn Agn 


X Falle r^s gleich Null und im Falle r = a gleich D (vgL § 20). In 
»r Produktdeterminante sind daher die Hauptelemente gleich D und 
e übrigen Elemente alle gleich Null. Sie hat also den Wert D”, so daB 

DA = I>^ 

Jm 

Wenn D nicht Terschwindet, so folgt hieraus 


Satz 27. Die reziproke einer von. Null verschiedenen n- 
ihigeh Determinante ist ebenfalls von Null verschieden. 
:e ist nämlich gleich der (n— l}^Potenz dieser Determinante. 


Siebentes EapiteL Determinaaten, deren Elemente Minoren einer andern sind. 


§ 38. Sie MlnoreiL der reztproken Betermlnante. 

M sei ein j^-reihiger Minor von ^ (1 ^ < n). Seine Zeilenindizes 
.en fj, . . fp, seine Spaltenindizes s«, . . ., Sp . Mit pi, 

wollen wir die Zeilenindizes und mit oi, Ua, On — p die 

»altenindizes seines Komplements M' bezeiohnen. Jedesmal sind die 
dizes nach zunehmender GröBe geordnet. 

Wenn wir in it/ die Hauptelemwte von M' durch 1 ersetzen und 
[e übrigen Elemente in den Zeilen • m p durch 0, so entsteht 

le n-reihige Determinante die gleich aM ist; a hat den Wert: 

8 Ä ( — 1)’^+ • •• + *>) + fc + »>- + ^. 

Entwickelt man nämlich J nach den Zeilen Pai **•> Qn—p, so 
duziert sich die Entwickelung auf ein Glied, weil ia den genannten 
silen nur eine von Null verschiedene Determinante vorhanden ist, die 
in Wert 1 und das algebraische Komplement sM hat. 

Wir wollen jetzt J und D nach Zeilen multiplizieren. Dann läBt 
ih von der Produktdeterminante jD folgende sagen: 

In den Zeilen r^, r,, . . rp*sind die Hauptelemente*) gleich D, weil 

“t“ 4" • • • "i“ -^rn — -ö» 

le übrigen Elemente aber gleich Null, weü im Falle a^r 
■ ®»i -^1 "h fha "h • • •. "h -dfn = 0 

I. 

Die Elemente der Zeilen • > -t Qn—p in lauten 

<*90i • • • 

öiffi ®aot • • ■ 


JD wird also nach dem Laplaceschen Satze gleich 






DP 



• * ®?n-pOk 




* * ®?n— p®fi— p 

dasselbe ist, 

gleich 





• • ' ®ftffn-p . 

DP 

OQiOi 

®f*o» 

• • • — p 


«e»- 

p«»l % — pOk 



*) Das heiBt: die Etemeate nüt gleichen ladües. 
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§ 89. Die Beziproke einer yersdivnndenden Determinante. 

Da bM war, so ergibt sich im Falle D ungleich Null 





• • ®^iOh — p 

M = 2)P-ifi 

®ßiOi 

O^iOj 



«ftl — pOi 


• “Jb — p®n — p 


Bezeichnen wir noit M den Minor yon D, der dem Minor M ent- 
pricht, d. h. dieselben Zeilen- und Spaltenindizes wie M hat, so läßt 
Loh die obige Formel auch so schreiben: 

Dabei bedeutet Jlf das algebraische Komplement von M in der 
>eterminante D. 

Satz 28. D sei eine von Null yersohiedene Determinante 
.nd J die reziproke yon ihr. Ist dann M ein p-reihiger Minor 
'on J und M der entsprechende Minor yon D, so unterscheidet 
ich M yon dem algebraischen Komplement yon M nur um 
.en Faktor Dp—\ 

Wir können auch sagen: 

Das algebraische Komplement yon M' unterscheidet sich 
on M' nur um den Faktor Dp—\ 

M' ist das Komplement yon Jf, also dm* Minor yon D, der dem 
üinor M' entspricht. 

Die algebraischen Komplemente der Elemente yon ^ sind hiernach 
[eich den entsprechenden Elementen yon D, multipliziert mit dem 
‘aktor D"— “. Die reziproke Determinante der Reziproken ist also wieder 
ie ursprüngliche Determinante, nur daß alle Elemente den Faktor D”— * 
^halten haben. 

§ 39. Die Beziproke einer yerschiiindenden Betennüumte. 

Wir haben bisher angenommen, daß D yon Null yerschieden ist. 
etzt wollm wir den Fall jD = 0 OTledigen. Und zwar beweisen wir 
)lgenden Satz: 

Satz 29. Wenn eine Determinante gleich Null ist, so hat 
bire Reziproke entweder den Rang 1 oder den Rang 0. 

Wenn D = 0, so ist der Rang yon D entweder gleich n — 1 oder 
[einer als n — 1. Im letzten Falle sind alle gleich Null, d. h. die zu 
» reziproke Determinante hat den Hang Null. Im ersten Falle haben 
LC linearen Gleichungen . 

«u «7 + + • • r + ^ = 0» 

+ ^ = ' 

^ + • ■ • + ®nn as» = 0 
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nur eine unabhängige Lösung (vgl. Satz 21), aus der sich jede andre 
durch Multiplikation mit einem Faktor ergibt. Diese unabhängige 

Lösung sei « « « 

— 5 ^, ... Xn — Sn. 

Dann läßt sich jede Lösung in der Form 

X-Bn 

schreiben. Nun ist offenbar 


•^ 1 ) -^rs» • ■ • j (*■ — Ij 2 , . . n) 
eine Lösung unseres Systems. Also gibt es eine Zahl Ar , so daß man hat 

Bj^, Arf = Af » • • • » -^n “ Ar J?» . 

Die Elemente A,, der reziproken Determinante drücken sich somit 
durch die 2n Zahlen 

. Al, A^, An und B^, B^,..., 

m der Form aus: 

Ar,= A,B,. (f, 1, 2, ...» n). 

Daraus folgt, daß alle zweireihigen Determinanten 


AfiaiAina, 
A-u»i Aftst 


gleich Null sind. Eine solche Determinante ist nämlich gleich 


Ar, B^ .4,^ Bf^ 
Ar,Bs, Ar,B,, 


— Ar, A^ 


B^B^ 


= 0 . 


Die Sätze in § 37 und § 38 gelten also auch im Falle D = 0. Denn 
in der Matrix der reziproken Determinante verschwinden dann alle mehr 
als einreihigen Determinanten. 

Daß die Sätze 27 und 28 im Falle D = 0 ihre Gültigkeit bewahren, 
können wir auch aus den Betrachtungen in § 15 entnehmen. Ersetzen 
wir die Hauptelemente o^, Og,, ..., Onn durch 


1 1 1 
«U + — > «M + — ) • ' *7 Onn + -J- (p = 1, 2 , ; . 

so ist D von Null verschieden, sobald nur p genügend groß ist. Dann also 
gelten die Sätze 27 und 28. Lassen wir mm p unbegrenzt zunehmen, 
BO ergibt sich mit Hilfe von § 15,. daß unsere Sätze im Falle D = 0 bestehen 
bleiben. 


§ 40. Die reziproke Determiiiaiite emes Produkte Z'weier Detenninantea. 75 

§ 40. Ble reziproke BetermlnaiLte eines Produkts zweier 
Betemünanten. 

Wir wollen die beiden Determinanten 

• • • fli« 611 . . . 6jn 

■ ■ ®8n imd 

®ni • ■ • flnn bnx 6«# • . • 6nn 

miteinander multiplizieren, und zwar nach 2^en. 

Um zu der Produktdeterminante 

(% {«!*>«) ••• 

^1) (^8 ^*) • • • (®* ^n) 


|K fej (Onb^... (a„6»)| 

die reziproke zu bilden, muß man das algebraisobe Komplement von 
(Or&g) aufaucben. 

(— l)'+*Cr8 ist das Produkt zweier Matrizen, die man erhält, indem 
man in der Matrix 

®u ®i* • • • 

®ai ®M • • • 


®»8 • • • 

die Zeile und in der Matrix 

bxx ^18 • • • ^1» 
^ax ^88 • • • ^8» 


i*ni ^i|»8 • • • ^nn 

die Zeile streicht. Dieses Produkt kann man aber nach § 34 auch 
durch Komposition der (» — l)-reihigen Determinanten beider Matrizen 
gewinnen. Die (» ■— l)-reihigen Determinanten der ersten Matrix lauten: 

(_ l)r+14,i, (- ..., {--^y+^Arn. 

die der zweiten: 

(-!)•+* -5,8,..., (-!)•+" 5.«. 

Das fragliche l^odukt wird demnach {^eioh 

(— !)•'+• {Ärx B,x + 8 Al --}-•••+ Arn B,n) 

und Cfa gleich 

. Afx -Bfi -|- Af^ JBga 4" • • • "i* Arn -B*» = {Ar B,). 

Man erhält also die Elemente (v«, indem man die reriprpken Deter- 
minanten der beiden ^g^enen nach Z^en multiplizieirt. 
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§ 41. Das Theorem toxi SylTester. 
Wir wollen die n — 1 letzten Zdlen von 


Ä = 

<*11 <*ia 
Äjl <*M 

. . Oin 

• ■ <*in 


<*ni <*i»s 

• •.<*iin 


mit multiplizieTen. Dann erhalten wir (vgl. Satz 5) 



®u • 

. <*in 


Oii<*ai <*11 <^ • 

• <*!!<**« 


<*U<*ni <*ll®iHI ■ 

• <*ii<*»n 


Subtrahieren wir jetzt von der zweiten Zeüe die mit multiplizierte 
erste Zeile, von der dritten die mit multiplizierte erste, . . . , von 
der die mit Om multiplizierte erste, so ergibt sich (v^. Satz 7) 




d. h. (vgl. Satz 14) 



<*in 

0 <*11 Ojj — flij Oja . . . 

<*llOin — <*i»®ii 

0 aii«ii*~Oua>ii--- 

<*llflBn — <*in<*iii 

<*11 — ®ii <*aij • • •» 

<*u.<*an — <*in<*ai 

<*ii<*»a ®ia<*i»u • ■ ■ j 

<*11 <^n — <*i'n <*111 


Im Falle ungleich Null folgt hieraus 

<*11 ®S* — ®18 ®S1 J ®11 ®88 — ®ia ®B1 1 
®au ®H®38 


(1) = 


> ®ii ®an ■“ ®in <*ai 
, — fltinOsi 


<*ll<*ftS ~ ®18<*»lJ*"*» <*ll<*nn — ®in <*fH 


Die Formel gilt aber auch für 0 ^= 0*). - Dann wird nämlich die 
rechte Seite gleich 



<*ii <**i • - 

•<*«L 

ir'^OisOia- ■•<*!« 

<*81 <*81 • . 

•<*81 


<*1I1<*B1.. 

•<*ni 


Im Falle n > 2 sind also in (1) beide Seiten glmch NulL Im Falle 
n=s2 reduziert sich die Formel {i) auf weim wir durch i 

ersetzen. 


. *) Han kann sich hiervon auch dadurch flbanengen, dsB man znerst auBjell 
annimmt nnd dann nach ü^nll konyargieren läßt.' 


§ 41. Das Theorem von Sylvester. 77 

Die Elexaente der Determinante rechts in (4) sind die zweireihigen 
Minoren von .4, welche On sJs einreihige Unterdeterminante enthalten, 
oder die zweireihigen Superdeterminanten von Oj^. 

Setzen wir zur Ahkürzung 


('-* = 2,3, 

SO läßt sich Formel (1) so sohreihen: 




&2a ^as 

. . . Ögn 

(T) 


Psa Psa 

. . . ^BB 



^na ^na 

• • • &BB 


Auf die Determinante 

&2a ^aa 

.... 6gf| 


B = 

^aa ^88 

• • • Ög» 



^a ^«a 

• • • Önn 

können wir wieder die Formel (i) anwenden. 


^aa ^a« q 

h h — 
t'ra ®r« 

(r, a = 

= 3. 4, 

so 

ist 

^88 ^84 

• ■ • ßzn 

(2) 


^48 ^44 

• . . ßifli 



Aa ^B4 

• • • ^BB 


Formel (1) liefert eher, angewandt auf die Determinante 
*11®!***!» 

Pr« ~ ®ai (*** 

®»-l ®rs ®r« 


die' Gleichung 

- ^ ^si ^ o 

<hl^a — ft ft — Prsi 
^ra 

SO daß (2) folgende Gestalt annimmt: 


C33 . . . Cgn 

.Öss 
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HierauB ergibt sich unter Beaobtung von (I) 

^ ®88 • • • Gen 


(2) 


6Sr‘^ = 


‘’4a ®4i 




®B4 • ■ • Ci»n 


Hierbei haben wir Ou ^ angenommen. Die Formel (2) gilt aber 
auch für = 0, wie sich sofort ergibt, wenn man nach Null kon- 
vergieren läBt. 

Die Elemente der Determinante 


a== 


<^4 • • • P»n 

sind die dreireihigen Superdeterminanten von 


Oaa ^84 
®48 ®44 


Can 

C4n 


— 




Man kann hiemaoh folgenden Satz vermuten: 

Satz 30. Die aus den (li-f- Superdeterminanten 


von 


®u ®ia • • 


(*ii Oga . . 

• ®tÄ 




gebildete Determinante ist gleich 


(hl «u • 

• «lÄ 

n — h — i 

(hi «18 • 


®ai ®» ■ 

• (hh 


Ojn Oaa •• 

• • ®in 


• «ÄÄ 


Ona • 

• ®»n 


(1 ^ Ä < n). 


Um sich von der Richtigkeit des Satzes zu überzeugen, braucht 
man nur zu beweisen, daß er richtig bleibt, wenn man h durch -|- 1 
ersetzt {h < n) *). Das geschieht aber in folgender Weise. 

Setzen wir zur Abkürzung 


6r.= 


®U»1I • 

. «IfcOl. 

Ogi Ogg . 

• «afcO»» 


« (*hh(ht 

<*>■1 (h» • 

• ®rÄ®rf 


(r, « = Ä+1, ..., n). 


^ Fflr Anl and ht=a2 gilt der Säte. 
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so lautet die Formel des Satzes 30 

^Ä+l, Ä+1 6 ä+1, h+Z . ■ . n 

(3) ‘ *Ä+2, Ä+a • • . h+i, n 


_ ®ia ■ • • ®aÄ 


Nun ist aber 


(4) 


*11, Ä+a 

^nn 


OlÄ 

n — h — 

1 

<hi ®ia • 

. Oj^n 

®aÄ 



®ai ^aa ■ 


®ÄÄ 



Qni flSftj . 

• flinn 


^A+aÄ+2 • 

• • ^Ä+2, n 

ßn, A+a • 

• • ßnn 


|*>SÄ+1 *^Ä+8 ... Ön» I I 

Dabei hat ß„ folgende Bedeutung: 

P”- 6,,»+. b„ ir,,= J> + 2 »). 


(hl 

<*12 • 

•• öi.A+1 (ht 

®ai 

Oaa • 

•• <»a,Ä+i «a* 

(*%+!, l(h+l, 2- 

■<*A+1,ä+1<*ä+1,8 

(hl 

•■La 

0,2 . 

• <*f,Ä+l (ha 



<*ia • 

• <*1A 

ßr,^ 

<ha, .<*aa • 

• ®aA 

• • • • 



<*Ai <*Aa • 

• <*AA 

Setzt man also 



<*11 

«12 • 

•• <»1,A+1 

<*1. 

<»ai 

<* 2 a 

•• <*a,Ä+i 

(ha 

<»A+i, 1 <*A+i, a • 

•<*A+1,A+1<*A+1, 

<*ri 

<*fa • 

-■ <*»-.A+l 

(ha 


öo vdrd 


«11 

«la * 

•• »l.Ä+1 

<*1« 

«ai 

«aa • 

■ • «a,A+i 

<*a» 

<*A+i, 1 <*Ä+i, a • 

•<*Ä+l,A+l<*Ä+l,e 

«••i 

<*»•2 • 

«r.Ä+l 

(ha 


(r, ä = ä + 2 , . . .,n). 


ßh+z, »+a • • • ßit+i, » <itu . . . OiÄ n. — 7 Ä — 1 j ^+2 • • • ^+ 2 , 1 


ßn, Ä+a • • • ßt 


«Äl • • • «»ÄÄ 


Cii,Ä+a • ■ • ö»n 
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Die Formel (4) liefert also unter Berüoksiclitigung von (3) 


Ch+2, Ä+a Cft+a, Ä-h8 • • 

• <^-fa,n 

Cfc+S, Ä+a Ä-1-8 • • 

• fl 

C/sÄ+a <?ihä+8 •• 



«u 

Ou .. 

• «1,84-1 

n — h — 2 

«u «la •• 

. «in 

«ai 

«Ha .. 

• «*,8-1-1 


OXL Ogs . . 

■ ®an 

Ofc+i, 1 afc+i,a • 



aiil«ni . 

• «nn 


Dies ist aber der Satz 30, nur daß % durch ersetzt ist. 
Wir haben hierbei angenommen, daß 


Ou «1* ... 

«18 

«ai «aa ■ • • 

«a8 

«81 o&a • ■ • 

«88 

wurde dtroh 

«u «la • ■ • 

«18 

aji o„ ... 

«a8 

«8i «8a • • • 

«88 


n-h-i 


diTidiert. 

Ersetzt man Ou, durch 

11 1 

®u + — I ®aa+ — j • • • j "f- — ' 

PP P 

und läßt p die Folge 1, 2, . . . durchlaufen, dann ist bei genügend großem p 


au + — <ht 
P 




“so. ®a*+ — ••• ®aÄ 






• • • öfcfc + — 
P 


von Null verschiede, so daß also Satz 30 ewendbar ist. Bei der Aus- 
führung des Grenzüberganges hat man sich auf § 15 zu stützen. Es 
er^t sich dann die Allgemeingültigkeit des Satzes 30. 

Für den Fall n =s h -{- 2 ist dw Sylvestersche Theorem eia Spezial- 
fall von Sat;! 28 im §38. 



§^. Gertoderte DeterminaTitfln. 

§ 42. €toribiderte Determinanten. 

Von der Determinante 
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sagen wir, daß sie aus 


<*U «11 • / 

• «in ah 

Ou ^ - 

• ®2n ajj 

flnl ön** 

• a^t 

Vi y» • • 

■ Vn Z 



®ll • • 

• ®in 

A = 

®ai • 

• ®an 



■ ®Bn 


durch Bänderung entstanden ist, und nennen sie eine geränderte 
Determinante. Solche Determinanten traten in § 41 auf. 

Die Determinante 



Oia . . 

• ®in 

ahl 

*18 

®ai 

®aa • 

• ®an 

®ai 

*22 


flna • 

• ®»n 

as»! 

*>ia 

Vn 

Vi* • 

• yin 

«u 

«18 

Va. 


• yan 

«21 

«22 




entsteht aus A durch zweimalige Bänderung. Bändert man die Deter- 
minante A jT-mal, so ergibt sich 


JRp = 


®ia • • 

• (hn ^ ■ 

• *1P 

®ai • ' 

• ®in *21 *22 • 

• *ap 

<*»1 ®Ji2 • • 

• ai»n a^i a^8 • 

• -*np 

yu yi8 • • 

• Vm «11 «18 • 

• «IP 

yai yi8 • • 

• y%n'^11 «88 • 

. Zap 

ypi ypa • • 

• yp’n «pi«pa • 

•• «pp 


'Wir wollen zuerst die einfach geränderte Determinante betrachten. 
Entwickeln wir nach der letzten Spaltej so erhalten wir 

•*1 

Tft entsteht aus JRi durch Streichung der letzten Spalte und der 
z^e. Bezeichnen wir mit das Komplement von in ^4, so 
ergibt sich durch Entwickelung Ton nach der letzten Z^e 

Kowalavakl, DetendnainteiL 


6 
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}o daß 


■Bl =2c- 1)®*+^+'*+’'^» yy + «.4 


Ml'»' 


ist (^, 1 »= 1 , 2 , . . n). 




ätellt das algebraische Komplement von in Ä dar. Wir können also 
auch sobreiben: 

^ = zA—^A^^x^y, (|ii, 11 = 1, 2, n). 

Ml» 


Wir wollen von dieser Formel eine Anwendung machen. Nehmen 
wir an, daß .4 = 0 ist. Wie wir aus § 39 wissen, lassen sich dann 2n Zahlen 
■^11 -^S) • • - j 'oud 13i, 13,, . . J3„ BO wShlen, daß man hat 


, "^M » “^M * 

Hiernach “wird 

J?i = -By Vfn 

d. h. 

Es gilt also folgender Satz: 

Wenn in einer Determinante das Komplement eines Ele- 
ments Ofa gleich Null ist, so zerlegt sich die Determinante in 
zwei Faktoren. Der eine ist linear und homogen in den Ele- 
menten, die mit Oy, in derselben Zeile, der andre linear und 
homogen in den Elementen, die mit Oy, in derselben Spalte 
stehen. 

Bei der p-faoh geränderten Determinante behandeln wir zunächst 
nur den Fall, daß alle z gleich Null sind. 

Wenn p >■ » ist, reduziert sich die Determinante 



®u ®19 • ■ 

• ®lfi ®u 




• ®8n ®»i, 

®I9 • 

• • ®8P 


• ®nn ^9 • 

• i ®np 


• Vln 0 

0 . 

.. 0 

Vu 2^19 • < 

•Vtn 0 

0 •. 

... 0 

ypi y?!" • 

• J/p» ö 

0 . 

ö' 


auf Null. Denn alle 33 -reihigen Determinanten, die in den p letzten 
Spalten enthalten sind, verschwinden, weil sie wenigstens eine Zeile 
mit lauter Nullen aufweisen. . 


§42. Qer&adarte Date^ImlaIlte^. 
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Im Falle p = n ergibt siob durch Entwickelung hach den n letzten 
Spalten 


Bn = 6 


Xu Xig . . . 


®*2 • • • 

a^SB 

• • • 

a«» 

19) 



yu Vu • • 

• yiB 

y»i yta - • 

• Van 

ffni t/na • ■ 

• t/nn 


Dabei ist (vgl. § 18 u. 19) 

ß — ( — j[Jl+ 24 -...+n+(B+l)+(»+a)+...+an^ 
d. h. fi = (— l)"(a*+« = (— 1)». 

Nun bleibt noch der Fall p < n Übrig. Die Entwickelung nach den 
p letzten Spalten liefert 


( — l)ri+...+rp+{B-4-l)+...+{n+p) 


®Til 




*rpl aVp* 


%P 






. . . a 


’fin 


®?„_pl ®P„_pt • • • “Cb-p" 

Vu Vit • • • Vm 


Vpi Vp» 


Vpn 


süid p Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., und es ist 
Tj < r* < . . . < fp. Streicht man in 1, 2, . . « die Zahlen ri, r^, . . ., 
fp, dann bleiben pi, ps, •••] Pb— p übrig. 

Entwickelt man jetzt 


%1 


«PlB 

®?fl— pl 

®p»-p* * • ■ 

^Qn-p 

yu 

t/jjt 

Vxn 

ypi 

Vpa •• 

• Vpn 


nach den p letzten Zeilen, so findet man 

P+H---+» 


yi'«i yi«i • 


ya«! yasi * 

• ya«p 

yp^i y?«! • 

• yp>p 






. . , a 


'®l‘*B — p 


. Ao 


“Pn— p®» • ' ■ ®^B— p«^— P 


2 V . » und*'ffi,*ua, T. ow-p bläben übrig, wenn man in 1, 2, 

die Zahlen «i, « 2 » •••> ^ streicht. 


( 4y:i+-**+*’p4**i+“*+^ 



flfxo» 

• ®fi®B— p 



• ®Pi®ii-p 

®A»— p®» 

««„_pqt- • 

' ®?B-p‘^-p 
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ist das algebraische Römplemeht von 


^Sx • * 

■ 


- 

%*« * • 

• %«p 


in A. Wir wollen diesen p-reihigen Minor mit 

bezeichnen und sein algebraisches Komplement mit 

Da 

(n+l)+ ... + (n + p)4-(n — p-l-l)+ ... +n=:p(2»4-l) 


ist, BO ergibt sich schließlich 


. . . 



• • e Vx9p 


^*1 ^iS • • • 


ya*i ^88» •- t/tsp 


«rpi • • %p 


Vpai t/ph • • • 


Zum Schluß betrachten wir noch die zweifach ^änderte Determinante 



«u • 

• • ®ln ®1S 


®ril • 

•' Onn 


Vil • 

• • Üfin hl ha 


Vu r 

• • y»n ha ha 


Die Glieder, die kein z enthalten, sind im Falle n>2 zusammen 
gleich*) , ^ ^ , 


®ni hii 


yiüt Vist 

®r«l ®ri8 


Vati 2^88« 


Um die übrigen Glieder zu finden, entwickeln wir nach den beiden letzten 
Spalten und lassen alles fort, was mit keinem z behaftet ist. Da finden 
wir zunä&hst 


A 


Ht 

^sa 


*) Tm Falle neg ist Z]|=l xa setzen.' Im Falle n<2 gibt es keiii Glied, 
das von den s frei ist, 



|§42. ,GerSnderte Determinanten.. 86 

außerdem aber noob eine: Summe von Gliedemf die nur ein einziges z 
enthalten. 

Will man z. B. die Glieder iEinden, die und kein anderes z als 
Faktor enthalten, so braucht man nur in JS^i diese andern z gleich Null 
zu setzen und in der so entstehenden Determinante 


Ou .. 

• ®in ®ii ®ia 

Hl • 

• Hn *»8 

yu • 

. yin *11 0 

yai • 

. -yanO (J 


das algebraische Komplement von z^ aufzusuchen. Dieses lautet, mit 
Zu multipliziert, , „ , i 



Ou .. 

• ®ln 3ha 

% 

^1 • • 

• HnHt 


y» •• 

■ y»n 0 


Die Summe der Glieder, die z^^ und kein anderes z als Faktor ent- 
halten, ist . . , 1 

«u • • • ®in 


I dfii • • • dn« 

I yu . . . Kl» 0 


Die Glieder, die Zj, bzw. Zn und kein anderes z als Faktor enthalten. 


■Uli • ‘ 

• ®in ®11 


Oii .. 

• ®it» ®ia 

Ohi-* 

bzw. 

• Hn Hl 

— - Zjj. 

®»1 • ■ 

• • • 

■ HnH» 

yn • • 

• yanO 


yu • 

• • yin 0 


-»u 


Die vier letzten Determinanten können 'wir nach der letzten Zeile 
und letzten Spalte entwickeln und erhalten dann bezüglich 

— y-^fi y»»i . 

— yi«> 

4~ gia y»ii 

®fs i/i»’ 

Diese vier Ausdrücke haben eine Summe, die sich so schreiben läßt . 

0 . Xrji aVa 
yia *11 ^a . • 
ya$ Hl Ht 
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Setzen wir statt Are der Gleiohförxnigkeit halber 


Bö ergibt sich für folgende Entwickelung: 

ft 0 0 avii JiViB 

_ -Tl fS _ Q Q jg « 

+ 2 ;^. y » ^ 

' y>f »Jd »SS ^ ' «/ «/ 2 2 

Srssi ysii ^si »SS 

Hiernach kann man voranssagen, wie die Entwickelung von Bp aus- 
sehen wird. Sie wird lauten: 


B^ = A 


»11 *12 
»21 »22 


Bp^A 

»11- 

•r»lp 

-j- yx 

0 Xfi . 

yi* »11 • ■ 

.. Xrp 

• »IP 


»Pi* 

• »pp 

• 

VVB »pl • 

• »PP 


.+2^ 


TlTi 

ai«i 


0 

0 

®fil • 

• ®np 

0 

0 

^1 • 

. av,p 

VlH 

yi«. 

»u • 

. . »ip 

VvH 

VpH 

Zpi . 

• »pp 


+2’^ 


•l>t8| 


+ 


0 0 0 Xf^i . 

• aVip 

0 0 0 . 

• »i^P 

0 0 0 SCr^i . 

■ ^up 

yi«i yi«i yisg »u • 

• »ip 

Vpet VpH VvH »pl • 

• »pp 


Im Falle n^p ist für 


X2...n 

12. ..n 


1 zü setzen. 

Die in der Entwickelung von Bp auftretenden geränderten Deter< 
minanten sind Null, sobald ihre Reihenzahl größer als 2 ist. 

Setzen wir 

»11 »12 • • • »ip 
»81 »SS • • • »SP 




so wird 


ferner 


•-I 

t? 

o 

. »TP 

yi.»u •• 

• »IP 

ypa»pi • 

. Zpp 


»u 

»PI 


t ... Zpp 

• »ip Vit 

r Zpp yps 
. a^p 0 


= -2? 


't y^e j 

ff 


0 0 aVii.. 

• • »Vip 


Zu .. 

• »ip yi8i yia. 

Ö ® »Vti»' 

’ • ^ip 


•' • 

, . . . . 

yitiyni»!! • ’ 

<■ . .Zip 


»Pl • * 

• Zpp ypex yp8i 

. . . . 1 . 

, . . 


a^i.. 

. aVipO 0 

Vph. ypH »Pl • - 

' • »PR 


®fki-- 

. a;,^p0 0 


= 2^ 


iha» 


*riffi f^ot 


y^«i y?ii» 

»^ffi »Viöt 


y^iffi y^iti 


§ 48. Andere BerechnnDg von JSp. 
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Tisw. Hiernach ist 

8 a HU <hO» ^tOi 

®ri<% ®riOi 3 /^«i 

1 ^tO» ^T%o» Vlitai yQtU I/q*»» 1 “I“ • • • 

HUB, a^a,Xr,a,X^a^ 3 /p, 8 » 3 /^. 8 . 8 . 

Die r, a sind Zahlen ans der Reihe 1, 2, . . ., n, die a Zahlen aus 
der Reihe 1, 2, ..., p, und man hat ri<rg<..., 8i<8^< .. ., 

^2 > ®’i • 

ln dieser Form läßt sich die Formel leicht veiiüzieren. Man teilt 
die Glieder der Determinante JRp in Klassen, je nachdem sie einen Faktor x, 
zwei Faktoren x usw. enthalten^ . Die Glieder einer solchen Klasse liefern 
dann immer einen Bestandteil der obigen. Entwickelung. Die genaue 
Durchführung dieses Beweises üherlässen wir dem Leser. 


ypi8i 3/pt8a 
3/pi8i S/pifa 


§ 43. indere Bereehnimg yon JBp. 

Mit An bezeichnen wir das algebraische Komplement von Or» ha 

<*11 <*12 • • • <*!» 

^ ®21 ®22 • • • ®an 

<*»1 <*ns • • • 

und mit Zgo das algebraische Komplement von z^o in 

Zu Zl, . . . Zjp 

^ _ Zn *22 • • • 

Zpl Zp2 • • • *pp 

Multiplizieren wir Ou <*ia • • • ^ ^ 

<*n ®22 • • • ®2n ®2l ^ . ®2P 


p _ OniOna • > • 

Vii 8 /ia • • • 3 /in *11 *12 • • ■ *ip 
VtLlfn • • • 3/2» *21 *22 • • • **p 


ypi 3 /p 2 **‘ 3 /pi» *pi*p 2 ' *PP 


•^11 -^12 • • 

■^i« 00 .. 

. 0 

^n -^22 • • 

A,n 0 0 . 

. 0 

•^1-^2 ' • 

. 4.. 0 0 . 

. 0 

0 

0 .. 

0 

1 0 . 

.. 0 

0 

0 .. 

0 

0 1. 

.. 0 

p 

b . . 

. 0 

. 0 

0 

rri 
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Sifibentes Kapitel. DeterminaiLteD, derea Elemeate IGnoren eineir andern sind. 


so ergibt sich 




A 0 

. , 0 afu *18 . . 

. Xip 

0 A 

• 0 ®21 • 

• ®»p 

0 0 

. A aSni ®n* • 

• ®np 

(Aij/i) {A^y-d . 

• {An Pj) Zu Zj^ . 

• *lp 

(AiSTa) . 

• (-^n J/a) »ai ä5*a • • 

• *ap 

(Aij/p) (Aj^p) . 

• {An Pp) Zpi Zpg . 

• *pp 


Dabei haben mr 


Vkv — (-^r yjt) 


gesetzt (r =s 1, 2, , . n; ib = 1, 2, , . p). 


Multiplizieren w jetzt noch A"“^ Äp mit 


1 0 . 

..0 0 0. 

.. 0 

0 1 . 

..0 0 0. 

.. 0 

0 0 . 

..100. 

.. 0 

0 0 . 

• 0 Zjji . 


0 0 . 

.OZ^Zsa . 

■ •^.p 

0 0 . 

. 0 £/piZp^ . 

.:Z„ 


so erhalten w 




A 0 ... 0 

(Zi X]) (Za Xj) 

.. (Zp^) 

0 . A ... 0 

(Zi ajj) (Za Xa) 

. . (Zp Xa) 

0 0 ... A 

(ZiXn) (Za Xn) 

•• (ZpXn) 

(AiPi) (AtPi) ... (AnPj) 

Z 

0 

.. 0 

(Al Pa) (AaPa) ... (An Pa) 

0 

z 

.. 0 

(Al Pp) (AaPp) ... (An Pp) 

. 0 

0 

.. z 

2^9^Q=(^kXr) 

0 



2, ..., n; k=l, 2, ..., 

p)' 




wobei 


Wir wollen jetzt Zp—^ nach den n ersten Zeilen entwickeln. 
Ein Minor, der die Zeilenindizes 1, 2, , . n und die Spaltenindizes 

Ky »’i» n + k^, n + Ä, » + 4^ 

hat, wobei i ^ < r' < . . . < ^ n 

tmd ... <ib«^p 
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§ 48. Andere Bereohnimg von Sp. ■ 


ist, läßt sich so schreiben: (Zji^Xn) • - • aVi) 

8 

(^Äx®rp) • • • 

**i> *^8) • • - t Bind die Zahlen, die übri^leihen, wenn man in der Reihe 
1,2, . . . , n die Zahlen , . . ., K—ff streicht. Für a gilt die Formel 
a= (-l)i + ...(»»-p) + n' + ... + »^„_^. 

Das Komplement des obigen Minors ist in den p letzten Zeilen ent- 
halten und hat die Spaltenindizes 


fl, rs. •••» »■?» » + ..., « + 

h[^ k^, ..., bleiben übrig, wenn man in der Reihe 1, 2, ..., 
p die Zahlen k^^ . . ., kq streicht. 

Das fragliche Komplement ist also gleich 


b'Zp~? 


[Ar, yi^ ... {Ar^ 

{•^ri VIiq) • • • i-^rffVlCg) 


und 8* = ( — l)(e + i) + ■••+?+ *x' +••• + *>' p— p. 

Um das algebraische Komplement zu erhalten, muß man das Komplement 

Ulit g» ^ ^ + + + 

multiplizieren. 

Man bestätigt leicht, daß 


ist. 

(1) 


Nach dem Laplaceschen Satz hat man also 


2(- iy! A**-(iZP-Q 


(Zh^Xt,) ... (Zj,^ aQ 


( A Iflfei) • • • Ph,) 


(^aVp) • • • V 




Nach § 34 ist 










(Zkfy) 


gleich 


. . . Z]c^p 


aVil ... 

«fiP 


Zk^l 

• • • Z]f^p 


«Vji-- 



also gleich 

r..Zif^lg 



Z 

..... 


. . . . . 
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Siebentes EapiteL Detenniiuuiten, deren Elemente Minoren einer andern sind. 


Ebenso ist 


{Ar,yi,^) . . . 


gleich 

■^1 • 

• Af^fi 


Vhil • • • Vkin 


V- 



Phgl • • • ykqii 


also ^eicb 


An «1 - • • Af^ 

1 

j 

4i r * * 8^ 


1 

fll * • • Vkg tg 


Da nun 


■ • -^n *g 


•^fgh. • 



■ 

• • -^*1 


^gh • 

■ • S’t 


= AQ-^A, 


n ■ • • 

4 t • • ■ 


und 

ist, so finden 

Zp—q 






aSfi) • - 

■ • (Zkg Xn) 


{AnPhd 


(^avp • ■ 



{AnPkg) . 

• ■ i-^rgPlCg) 


h-'-ln 


••• 


%lx • • • ®r, 


«» • • • y*i »„ 


2^^ #1 


Pk, 


'Q’9 


Setzen wir dies in Gleiohung (1)- ein und dividieren durch jZ^p—i, 
so ergibt sich die Entwickelung, die wir in § 42 fanden. Der Fal) AZ = 0 
erledigt sieb durch eine Stetigkeitsbetrachtung. 


§ 44. Zweiter Beweis des SylTest er sehen Satzes. 

Unter Benutzung von § 42 wollen WÜ jetzt den Sylvest ersehen Satz 
noch einmal beweisen. 


Wir setzen 


®ia • • . 

Oji . . . a^% 


= Jüf 



§ 44. Zweiter Beweis SylvesteracheiL. Satses, gH 

und bezeichnen mit das algebraische Komplement von «„ain Jf . Dann 
ist die geränderte Determinante 


ö„ = 


nach § 42 gleich 


Das Produkt 


®u ®ia • 

• ®1« 


• (hh 

®Ä1 ®ft8 • 

• ®ÄÄ Ofcft 

®ri • 



(r,«=:Ä4-l, ...,n) 




OrsM'—^ 

^Qa • 


p.ff 


M 


^+l|Ä+l ••• 
^n,R + l • • • 


können wir durch folgende n-reibige Determinante darstellen: 


<hi . 

• OlÄ 

Ol.R + l 

■ Oln 

Ohl- 


“ä,» + 1 

• dhfi 

0 . 

. 0 

^+1,Ä + 1 . 

• ^Ä+l.n 

0 . 

. 0 


• ^nn 


Wir addieren in dieser Determinante zu der (ä + 1)*"“ Zeile 
die mit i. « » multiplizierte erste Zeile, 

«r 

die mit yoR+i.gJfsg multiplizierte zweite Zeile, 


die mit ^Oh+Üa ^ha multiplizier Ä*“' Zeile. 

g 

Ebenso addieren wir zur {h 2)^ Zeile 

die mit ^(hi + i,a -^la multiplizierte erste Zeile, 

g ■ 

die mit Mia multiplizierte zweite Zeile, 

ff ■ . 

• • f m . w ,m ^ 

die mit ^^> 4 - 8 . g M^g multiplizierte Zeile. 

a ' 

Abnlich machen wir es bei den folgwd^ Zeilen bis zur n^. 
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Siebentes TTu pitel. Deterndnanten, deren Elemente Minoren einer andern sind. 

Naoh dieser Umformung, die än dem Wert der Determinante nichts 
Ändert, steht an der Stelle yon 

OrgM . 

Die Ä ersten Elemente der r*“ Zeile (r = A + 1 , . ..,n) lauten: 

. «|0 ff»® 

Nun ist aber von den Summen 

(ff= 1 » 2 , .•*, h) 
ff 

nur die erste von Null verschieden, und zwar gleich Jlf. 

Ebenso ist von den Summen 

2, Ä) 

ff 

nur die zweite gleich Jf, w&brend die übrigen verschwinden, usw. 
Daraus geht hervor, . daB 

^'V oa <*fO' Affl,. j , 

e»o 


ffi®. 

ist. Unsere n-reihige Determinante lautet also 


«U 

:<hh 


•• Ol» 


• OhA 

Ofc.Ä+l 

• «An 

-Waft+i,! • 

. . JfflA+l 

A-WOfc+l, Ä+1 • 

. Ä’dA+i,« 

JfOHl . 


-äfOti.A+l 

. -SfOnn 


und ist gleich 




fljl Ojl • 

On «M • 


«hn 

Osil 




Andererseits war die n-reibige Determinante ^eioh 
h+l,h+l • • • ^+l,n 



§ 46. Dritter Bevais des Sylvestorsclien Satzes. 
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Im Falle Jf 0, ergibt eioh Bomit 



• ^+l,n 


Ou «ha • • • 


Jffl-Ä-1 

OjQ Oh» ■ ' ■ 

®afi 

^n, Ä+l 

■\n 


OniOhs .. 

öfin 


Diese Formel gilt aber aucb im Falle if = 0. Um das zu erkennen^ 
braucht man nur Ou, Og,, . . ., <l^^x durch 

1 11 

p p p 

zu ersetzen und p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen zu lassen. 


§ 45. Dritter Beweis des SylTesterschen Satzes. 

Betrachten wir die zu 


reziproke Determinante 

und in ihr den Minor 

ari = 



«hl ®ia • • 

• fflin 

= 

®ai ^a • • 

• »tn 


®iii %a ■ • 

• ®»in 

A 

il 4i2 • • • 

4in 

4 

ai .4aB • • • 

4in 

4«i ^na ■ • • 

4*11 


A+l, Ä + l • • • -dfc + l.B 

- • • • “dnn 


®ii . • 



• • »»* «Ä» 

an . 

• • ®rÄ 


Streichen wir in diesem Minor die Zeile r und die Spalte -a, so entsteht. 
flinfl (tj __ Ä — l)-reihige Determinante, die nach § 38 gleich 


4»—*—* = 6-, 


ist, multipliziert mit (— 1)'’+*. 

Das algebraische Komplement von Jift in 9K ist also 

und die zu HR reziproke Determinante hat d^ Wert 

ftÄ+l,Ä+l • • • ^ + 

»j, (fl— »— a)| 


6n,»+i • • • &* 
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SiebenteB KapiteL Determinanteii, derea JHemeiite Mizuncen einer andern sind. 


Andererseits ist diese reziproke Determinante gleich 




oder, da 


gleich 


Daraus folgt 


aw= 

®ll 

... Oifc 

.4»- 


<*Ä1 

• • • «ÄÄ 


^(n— Ä- 


Ou ... 

öifc 



• • • 

Ohh 


^+1,Ä+1 • 

■ h+l,n 

= A 

»u- 

• «Ifc 

*n.Ä+l • 

• • ^fifi 


• 

• «AÄ 


Das ist aber der Sylvestersche Satz. Der Fall A = 0 wird 'wieder 
durch eine Stetigkeitsbetrachtung erledigt. 


§ 46. Ber SylTester-Frankesehe Betermlnantensatz. 


Der Sylyester-Frankesche Satz bezieht sich auf die Determinante, 
die man aus den m-reihigen Minoren einer n-reihigen Determinante A bilden 

kann {m <n). Wir denken uns die m^reihigen Minoren yon Ä so 

angeordnet, daß in einer Zeile (Spalte) immer Minoren stehen, die in den- 
selben m Zeilen (Spalten) enthalten sind. 


Wir wollen die N 



Kombinationen der Zahlen 1, 


2 , 


n zur 


Klasse in irgendeiner Reihenfolge mit 1,2, N numerieren und 
unter denjenigen m-re£higen Minor yerstehen, dessen Zeilenindizes die 
Kombination r und dessen Spaltenindizes die Kombination s bilden. Die 
Determinante der la-reihigen Minoren läßt sich dann so schreiben: 



aWa* 






Bezeichnen wir mit Of die Summe dw Indizes, aus denen die Kombi- 
nation r besteht, so bleibt die obige Detarmmante imgeändert, wenn man 
jedes duroh 

aR;.=^(-l)“f+'*9(Rr. 

ersetzt. 


§ 46. Der Sylvebter-Frankesohe Determmantensats. 
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Denn verwandelt eioli in 


awii % .. 
% . . 



Tmji 


wenn man die Zeilen der Reihe nach mit 


multipliziert und dann mit den Spalten dasselbe macht. Dabei hat man 
aber im ganzen mit 

( — lja{^+oi+ •••+«>2^) = 1 

multipliziert. 

Hieraus . ersieht man, daß ih übergeht, wen^ man jedes 

Element SUtra von Am durch sein algebraisches Komplement SDlr. in A er- 
setzt. 

Bildet man das Produkt 


HRii .. 


Slu .. 



. 501^2? 


^IfN 


indem man die Zeilen zusammensetzt, so erg^t sich (vgL 1 19) 


Am-^—m 



Diese Formel werden wh benutzen, um das Sylvester-Frankesche 

Theorem zu beweisen. , ' _ . . 

Satz 31. Die aus den m-reihigen Minoren einer n-reihigen 
Determinante A gebildete Determinante A^ ist gleich einer 
Potenz von A, und zwar hat man 


Im Falle «» = 1 ist dieser Satz trivial, ebenso im Falle Wenn 

^ - 1 ist, fällt er mit Satz 27 in § 37 zusammen. 

Um den Sylvester-FrankesohenSatz allgemein zu beweisen, wenden 

wir den Schluß von » - 1 auf » an. Wir nehmen an, daß er für (n - 1)- 
reihige Determinanten bereits bewiesen ist, und zeigen, daß er dann auch 
für n-reihige Determinanten gilt* 

Wir wollen alle Elemente vpn A mit Ausnahme von a„i, als Konstanten 
betrachten. Dann sind in der Formel 



96 Siebentes J[apiiteL DetemuiUinten, deren Elemente ISmoren einer andern sind. 


An , An~.n und A Funktionen von und zwiar hat man 
wobei 


und 


ist. 



A 

= Onn -B + 



Oll 

012 

■ Oi,n-l 

B = 

«21 

<>22 

- 02,n— 1 


On— 1 

lOn— 1,2 ■ • 

• On— 1,B— 1 


Oll 

• • ■ Oi,B— 

1 Oin 

0 = 

• 

. 

. . . . 


Oh-l 

1 • On— 1, 

n— 1 On— 1 , n 


0»il 

• • • On, n— 

1 0 


Um zu ermitteln, wie An von a^n abhängt, denken wir uns die Kom- 
binationen von 1, 2, . . ., n zur Klasse in der Weise numeriert, daß 
zuerst die K Kombinationen stehen, in denen der Index n vorkommt. 
Nur 

SKgi JRaa ... 301*2 


enthalten dann o^,. 


30^21 90122 • ■ • 9PI2X 
Dabei ist 


Von Onn hängt 801,, (r, a = 1, 2, . . ., in folgender Weise ab: 

90^f . = Ofin SRre H“ • 

3lr« ist ein (t» — l)-reihiger Minor von B. Da wir Satz 31 für (» — 1)- 
reihige Determinanten als gültig annebmen, haben wir 
Sflxi 3^12 . . . 3^2 
SR*i ül** . . . 3^2 


SW21 9^X2 • • • 9^22 
Hieraus können wm schließen, daß 
30^ 30^ . . . 30^2 
90lsi 90taa > • • 90t22 






30I2I 90I22 • ■ • 90I22 I 

ist, wobei die Punkte Glieder mit niedrigeren Potenzen von andeuten. 
Das Komplement dieses K-reihigen Minors ' von An lautet 
9012+1,2+1 90l2+i,w| 

9^2, 2+1 ...90I22 
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und ist die aus den m-reihigen Minoren yon B gebildete Determinante, 
also gleich 


B 


ii-l) 


weil Satz 31 für (n — l)-reihige Determinanten richtig sein soll. 

Jetzt ist leicht zu sagen, wie von 0 ^« abhängt. Man braucht nur 
Am nach den K ersten Zeilen zu entwickeln. Es ergibt sich dann 


Wieder deuten die Punkte Glieder mit niedrigeren Potenzen von a^n 


ist, BO hat man 



Am ist hiernach eine ganze rationale Funktion Grades von a^nt 
deren höchster Koeffizient gleich B^ ist. Da AmAn—m eine Potenz von A 
ist, so verschwindet Am nur» wenn A verachwindet, d. h. für 

O 

Onn— ß- 

Die Wurzeln der Gleichung 


in der die Unbekannte zu betrachten ist, sind demnach alle gleich 


— 0/B. Man hat also 


d. h. 


z' 0\^ 


^„=:(an„J5 + a)^=A^. 

Damit ist Satz 3l für n-reihige Determinanten bewiesen unter der 
Voraussetzung, daß er für <n — l)-reihige. Determinanten gilt. Da er nun 
im Falle » — 2 trivial ist, so gilt er für » = 3, n = 4 usw., d. h. er gilt 

allgemein. , v 

Unser obiger Be^is stützt sich auf den Fundamentalsatz der Algeüra, 

wonach eine ganze rationelle Funktion 


/(») = H- • • • + ^ 

sich in der Form 

Ooix - Xj) {x - Xi) . . . (as — Xp) 

schreiben läßt. süid die NullsteUen von /(*). 

Wir können aber auch ohne den Fundamentalsatz der Algebra aus- 
kommen, wenn wir bemerken, daß 

7 

KowalewBki, DetarmiMatBB. . 
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Siebentes Kapitel Determinuiten, deren ülemiente Uinoren einer ändern sind. 


ist, wobei wir f ^ ^ — i 

\n — fn — ij \ fn J 

gesetzt haben. 

Nehmen wir an, daJ3 sich jS^'-mal und An—m Zr'-mal durch 

Ba^n+O 

Am — (Bümn + CI)^Am > 

Afi — m ” {BOmn O)^ A^—m 

nicht mehr die Wurzel — B/C zulassen. 

Dann haben wir . . 

Am = A^+^ImÄ^^r. = • 


teilen läßt, daß also 


ist und - 


Da nun 
und 


*^+^- C :!)+ C ;‘)-0 


ist, so folgt aus obiger Gleichung 
Im Falle 

enthielte die obige Gleichung einen Widerspruch, weil die rechte Seite für 

Onn = — <7/5 gleich Null, die linke S»te süber von Null verschieden wäre. 

Es ist somit ir, v j rr r 

E' = K und L' — L, 

also _ _ 

■dm = dn—iK = 1 

§ 47. Folgenrngen anjs dem Sylyester-FrankeseheiL Satz. 

Wir wollen die beiden Determinanten 

aWu aWu ... min 

awn sdIm . . . ari.w 


Am = 





§ 47. Folgamngeii ans dem SylveBter-FranlcBschw Sati. 
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und 



aWu . 1 

- • 

■dfi— m — 




3^2/1 SOli/a • 

• Mnn 


als reziprok bezeichnen. Für den Fall m=: 1 stinunt diese Benennung 
mit der in § 37 eingeführten überein. bedeutet wie in § 46 das algebra- 
ische Komplement von 

Es gilt hier über die Minoren von und ein ähnlicher Satz -wie 
im Falle m = 1 (vgL Satz 28). 

Satz 32. Jeder Minor von .d» unterscheidet sich von dem 
algebraischen Komplement des entsprechenden Minors von 
An—m um einen Faktor, der gleich einer Potenz von Ä ist. 

Um dies z. B. für den Minor 


M = 




ZU beweisen, ersetzen wir in ^ die Hauptelemente des Komplements von 
M durch 1 und alle übrigen Elemente der Zeüen p -f 1, p + 2, . . ., .ÖT 
durch 0. Dann reduziert sich A„ auf 

{-irM, 

wobei g ^ (1 p) ^ 

ist. 

Multiplizieren wir jetzt die Determinanten 

und An-m 

nach Zeilen, so ergibt sich unter Beachtung von Satz 13 A^ mal dem Kom- 
plement von 


= 






atJ^n aJ^rt ’ 



in An^„. Nennen wir dieses Komplement M', so wird also 
{-irMAn^„ = MAP. 

I^un ist nach dem Sylvester-Frankeschen Satz 

M=(— . . 


'Wir haben somit 


<— l)<^jlf' ist aber das alg^räische Komplement von M in A^^n- 

7* ■ 
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§ 48. Der Tendlgemeinerte SylTestersche Satz. 


Wir betrachten in der Deteraünante 



flu ®ia • • 

®in 

A = 

®sa • ■ 

flan 


flni • • 

flnn 


alle fi^-reihigen Superdeterminanten von 



flu ®is • 

.• flifc 

B = 

flu flaa • 

. • flsÄ 


flfci • 

• • flfcft 


(Ä <m) 


Ar, sei das algebraische Komplement von Of, in Ä. Dann ist nach 
Satz 28 jeder (n — m)-reihige Minor von 


0 = 


An, Ä+1 . . • Ann 

gleich einer jener m^reibigen Superdeterminanten multipliziert mit 

A'* — ® ^ 

Die ^reihige Determinante 2), die man aus den m-reihigen 
Superdeterminanten von JB bilden kann, ist hiemaob, wenn man sie mit 


multipliziert, {^eich der Determinante der (n — m)-reihigen Minoren von 
C, also nach Satz 31 ^eich 

rn-h-l) /n—h—l\ 

0\jn—m—lJ Q^Qp Q\. wi— » J , 


Nun hat man aber nach Satz 28 

Cf 

so daß die Gleichung 
besteht. Da 

BO folgt aus der obigen Gleichung 


§ 60. Die Reziproke einer symmetrischen Determinante. 101 

Diese Formel enthält den veraJlgemeinerten Sylvestersohen Satz. 
Der Fall .4 = 0 erledigt sieh durch eine Stetigkeitsbetraohtiing. 

Satz 33. Die aus den wi-reihigen Superdeterminanten des 
Minors JB gebildete Determinante ist gleich einer Potenz dieses 
Minors multipliziert mit einer Potenz der Determinante A. 
Für m = Ä -|- 1 reduziert sich die Formel des Satzes auf 

D = . 

Dies ist d^ Sylvester sehe Theorem aus § 41. Der obige Beweis des 
verallgemeinerten Satzes entspricht dem in § 45 gegebenen Beweise des 
speziellen Theorems. 


Achtes Kapitel. 

Symmetrische DeterminanteiL 


Eine Determinante 


§ 49. Deflnitioiu 



• ®in 

®ti ®ai • • 





heifit symmetrisch, wenn ihre Matrix beim Herumklappen um die Haupt- 
diagonale ungeändert bleibt, d. h. wenn 


ist (r, a= 1, 2, n). »r 

Wenn man eine beliebige Determinante nach Zeilen, oder nach Spalten 
mit sich selbst multipliziert, so entsteht eine symmetrische Determinante. 

Ein Minor einer Determinante soll wie in § 17 ein Hauptminor 
heißen, wenn seine Hauptelemente zugleich Hauptelemente der Deter- 
minante sind. Ein Hauptminor entsteht also, wenn man die Zeilen mit den 
Indizes r,, . . • , r,, und die Spalten mit denselben Indizes unterdrückt. 

Die Hauptminoren einer symmetrischen tleterminante sind 
offenbar ebenfalls symmetrisch. 


§ 50. Die Bezlproke einer symmetrischen Determinante. 
Wir wollen die Komplemente der Elemente Of» und Oar in einer sym« 
metrischen Determinante betrachten. 

• • • ®in • • • ®ni 

®iii • • • ®»n ®1» ®in • • • 
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sind, weil unsere Determinante symmetrisoh ist, völlig identisoh. Streiohen 
wir also in beiden Matrizen die Zdle und die Spalte, so bleiben iden- 
tisohe Matrizen übrig. Die erste ist aber die Matrix des Komplements von 
«Vf, die zweite entsteht aus der Matrix des Komplements von 0 ,^ duroh 
Herumklappen um die Hauptdiagonale. 

Das Komplement von Ora ist also gleich dem Komplement von a,r^ 
Multipliziert man beide mit (— so ergibt sich die Gleichheit der alge- 
braischen Komplemente von Of, undo^r« 

Satz 34. Die Reziproke einer symmetrischen Determinante 
ist ebenfalls symmetrisch. 


§ 51. Beispiele symmetrischer Determinanten. 


Hankelsohe Determinanten. 

H ankel hat sich mit einer speziellen Art symmetrischer Determinanten 
beschäftigt, die folgende Gestalt haben: 


Xi z. . 

• ■ aw 

®a ®a 

• • a^+i 

aJn . 

■ • ®Bn-l 


Wie man sieht, ist hier 


also 


Ofg — , 

Off — ügf .• 


Wir wollen die dreireihige Hankelsche Determinante 


®i a^a ®a 

asa ^ 

' ^8 ®4 

betrachten. Subtrahieren wir von der dritten Zeile die zweite und dann 
von der zweiten die erste, so ergibt sich' 

*1 ®8 ®8 

■“ a:^ — • 3:3 . 

Zj ^ ajg — «4 ; 

Subtrahieren wir jetzt von der dritten Zeile die zweite, so kommt 
Zi z, 

Zi— Zi, Zj-^Z,, JBa 

z, — 2 z,H-Zi, Z4^2a^+z,, Zj — 2z4+Za 
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Maohen wir sohließlioh mit den Spalten dieser Determinante dasselbe, 
was wir mit den Zeilen der Hankelsoben Determinante getan so 

finden wir zunächst 

-- »a 

®a > ®a — 2a!j H- ®i , -)- x^ 

Xg 2xg + aJi , x^ — 3xg + 3®s — ®i j *5 — 3iB4 3*3 — Xg 

und dann 




X«, — X. 


•1 » 


j — 2*3 4" 

®8 2a!3 + «1 , *4 — 3 a ;3 -j- 3 a ;3 — 

Xg 2030 +331, Xg — 3aj3 + 3®j — x^ Zg — 43:4 + öajg — 4a;3 + ajj 

Die aus 

®8t ®ö 

gebildete Hankelsohe Determinante bleibt also ungeändert, wenn man 
die X der Reibe nach durob 

®lJ ^^Xj_ 

ersetzt. Dabei ist 

JXi= Xg— Xi, 

= xg — 2xg-\- Xi, 

= aj4 — 3a?3 + 3a^ — «i , 

J*Xi =1 Xg — 4*4 + 6xg — 4xg + x^ . 

Bildet man, die sukzessiven Differ^zenreiben von 


also 


a!j, Xg, » 4 , Xgj 


^ — 354 — asa, Xg — 354 , 

Xg 2xg + a?!, 334 — 23^ + a^a, Xg 2334 + 333 , 

334 — 3333 + 33.3 — 33^, 333 — 3334 + 3333 — Xg) 

aJs— 4ia34 + 6333 — 433, + 331 i 

so sind . M jä. 

4 x^) .^*a3i, /^x^)A*‘X-^ 

deren Anfangsglieder. 

Es ist klar, daß inan im allgemeinen Fall genau dieselben Betrach- 
tungen anstellen kann. 

Die Hankelsohe Determinante 


33i, 

^331, 


331 33, . . . 

% 


®a a33 

^+1 


a?n a3n+i • • . 

a'an — 1 


eben Determinante. 

Ax^, . 

.. , ^ 

-l33i 

^*a3i, . 

.. , ^331 

aJi, ^ a3i, . 

; ^ . ^sn-a ^ 
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Dabei sind •••i -i/*"’“*»! 


die Anfangsglieder der Differenzenreiben von 


®9i • • •» 1 • 

Wenn die ifc** Differenzenreihe von «i, a^, . . . , asan— i aiis lauter gleichen 
Zahlen besteht, so nennt man a^i, ..., iCan— i arithmetische 

Reihe Ä;*“ Ordnung. Alle folgenden Differenzenreihen (wenn es deren 
gibt) bestehen aus lauter Nullen. 

Nehmen wir an, daß a;i, Xj, ...,a:an— i einB arithmetische Reihe 
(» — 1)*«' Ordnung ist. Dann haben wir 

z/"a;i=0, ^+i®i = 0,..., 


Die Determinante reduziert sich auf ein einziges GUed, nfimlich'*') 

± Oni s . . . «in = ± 2^)" • 

Da es in der Reihe 


genau 


n, w — 1, . . ., 1 


n — 1 + «- — 2 + ... + 1 = 


n (n — 1) 
2 


Derangements gibt, so ist die Hankelsche Determmante gleich 


w(w— 1) 
(- 1 ) * 


Bilden x^^x^j . . ., eine arithmetische Reihe von niedrigerer als 

(n — 1)*“ Ordnung, so ist = /f * »1 = 0 usw. Die Hankelsche 

Determinante ist dann also gleich Null. 

Ist 

®9 — ?®lj *8 — 22?*) •••) Xf^n—1= 2 2Jan— .* > 


also Xi, ®a, 
renzenreihe 


, asan — 1 eine geometrische Reihe, so lautet die erste Diffe- 
(2-l)a?i, (g--l)«a, •••) (2-l)2!9n-9> 


die zweite Differenzenreihe 


( 2 -l)*aji, (g-l)>a^, (g — l)*a!a„_8 
usw. Man hat daher 

Jxi= {q — i)x^, ^“a;i= (g~ ..., J*”-*Xi= {q — x^. 


*) Ons, ist gleich NnU, wenn 0 i>l ist, On— i,«, ist gleich Null, wenn Sa> 2 

ist nsw. Daher muß Si«!, «, = 2, . . . sem. 


§ 61 . Beispiele symmeiziadher Determinanten. 106 

Die aus ajj, gebildete Hankelsohe Determinante 

ist dann von folgender Form: 

®i , (g - 1) *1 , . . (2 - 1)"“^% 

(g-l)®i, (g- ■■■. (ff- 


(ff — 1)"“^®! , (g - i)"®i , . . (g — 1)*"-»®! 

Subtrahiert man von der zweiten Zeile die mit g — 1 multiplizierte erste 
Zeile, so entsteht eine ZeUe mit lauter Nullen. 

Die Hankelsohe Determinante ist also gleich Null, wenn 
^ 1 ) •••? ^tn—i Bine geometrische Reihe bilden. 

Zyklische Determinanten. 

Als zyklische Determinante bezeichnet man eine Determinante von ‘ 
d.er Form 

Cg ... Cn 

Cg Cg ... Cj 
Cb Ci ... <^—1 

Die (h 4- 1)*” ZeUe einer solchen Determinante entsteht aus der 
durch zyklische Permutation, d. h. dadurch, daß das zweite Element zum 
ersten, das dritte zum zweiten, . . . , das zum (n — 1)^ und das erste 
zum Element g^aoht wird. 

Wir wollen die Zahlen 

^+1 > On+a > • • • 

durch die Festsetzung definieren, daß 

(^ = Cj 

sein soll, sobald h—l durch n teilbar ist. Danach haben wir 

Bl = (^+1 = Cg„ + 1 = . . . , 

Cg = CB+g = Cg„+^ = . . . , 

Cb = CgB = Cgn = . . . . 

Unsere zyklische Determinante läßt sich jetzt auch so schreiben:, 

Ci Cg . . . Cf^, 

Cj Cg ... 

C» ' B|n— 1 
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Die zyklieche Determinante ist also eine spezielle Hankel- 
sche Determinante, namlinh die Hankelsohe Determinante der 2n — 1 
Zahlen 

ßft) Ci) Cji — 1 • 

Die zyklische Determinante läßt sich in n Faktoren zerlegen, wenn. 
man sich der n*® Einheits wurzeln bedient, d. h. der Wurzeln der Glei- 

*»-1 = 0 .. 

Wir bezeichnen diese Wurzeln mit , z» und bilden aus ihnen 

die Determinante , - , 



1 

x^ z» . 


7 = 

1 

»* • 



1 

®I 1 ®n ■ 



Mit ihr multiplizieren wir unsere zyklische Determinante, die wir 0 
nennen, und zwar führen wir die Multiplikation nach Zeilen aus. Die Ele- 
mente der Produktdeterminante haben dann die Form: 

wobei h eine der Zahlen 1, 2, . . ., n und x eine der Wurzeln . ., Xn 

ist. Da a^ = 1 ist, können wir statt des obigen Ausdrucks auch schreiben: 

(Cn+i®"”*+^+ ••• + Pfc+„-i + (Pli®" + ••• 


dB+1 — H 1 

®rt+a — ®a 7 

1 

dF 

II 

l-l 

1 

c 

+ 

ist. 

Cj^aP’’ 

-f- • • • + 7 

d. h. 

ap — Ä+i 

(Ci -f- CjZ + . . . 

+ CnStP-^) . 

Setzen wir 

also 




fix) = 

= Ci+C,Z-f- ... 

+ c„z“-i, 

so lautet die Prodiiktdeterminante (77: 





.••7 </W 


1 

H 

w 


.»7 




•••7 



* 1 ”"^ • 

. . »1 

/(ai) /(«a) • • • / W 

x^ a;J“^ . 

. ®8 



. Xf^ 
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1 


Nun ist aber 


- 



• ®2 


- *11 

daher 

-tS tm 


(»— 1) (n— 2) 


= (- 1) 


7. 


Egt 


OF=(-l) > 

V ist aber von Null versobieden (vgL § 21), weil die n Wurzeln 
. . , alle verschieden sind. Aus der obigen Gleichung folgt demna 

(n— 1) (n— 2) 

0=(-l) * /(a!i)/{s»a) ... /{as»). 

Zum Schluß wollen wir noch zeigen, daß sich das Produkt zwe 
zyklischer Determinanten (abgesehen vom Vorzeichen) als zyklische Det 
minante schreiben läßt. 

Um dies für die beiden zyklischen Determinanten 


0 = 

Ol Cg Cg 

Oa Cg Ci 

und r = 

/i /a /8 
/a /8 /i 


Cg Ci Cg 


y8 /i /a 


zu zeigen, multiplizieren wir O und 

yi ya ys 
yz yx y% 
y% y* yx 

Dadurch erhalten wir 


-r = 


nach Zeilen *). 

«ayiH- C2ya + c»y«» Hyi + ^yx-\-<^y%^ ciyt + czys + cayi 

Oa/i + 68^2 + Ciys» Cg >8 + Cgy^ + Ciyg, Cgy, + Cjya + Oi/i 
08^1+ «1^2+ «2^37 Cays + Ciyi+Cgy,, 08/2 + 01/8 + 02^1 


— or= 

oder 


— or= 


Oi/i + «2 /a + 08/87 Ol ya + c, yi + Cg /27 Ci y, + Cg ya + Cg yi 

Ol /a + Og yi 4“ Og yg, Ci ya + Og yg + Cg yi, Ci yi + Cg yg + Cg yg 

Oiy2 + Oay8 + Cgyi, Ciyi + Cgy* + Cgy#, Ciyg + Ogyi + Ogyg 

Di^e Determinante bat die Form ' 


OiOattg 
OgOiOg 

ist also eine zyklische Determiiiante. 


*) Bei -^rent|9tQht die kte Zelle ans der O^^+l)^ diinb zykliaohe Permatat: 
während es bei r umgekehrt ist. 
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Hat man zwei n-reihige zyklisclie Determinanten 



Ci c* . 

• Cm 


yi ya • • 

• yn 

c = 

Cj Cj . . 

• Ci 

und r = 

y* ys ■ . 

• yi 


Cn Ci . 

• Cfi— 1 


y» yi • • 

• yn-i 


zu multiplizieren, so sohreibe man die n — 1 letzten Zeilen der zweiten 
Determinante in umgekehrter Reihenfolge, was einer Multiplikation dieser 
Determinante mit (— 1) Vi(n— i) (»— *) entspricht. Dann wird das nach Zeilen 


gebildete Produkt 


(-— 1) */•(«— 1) (n— 2) Qjt 


eine zykhsohe Determinante. 


Wir wollen jetzt noch eine spezielle zyklische Determinante betrachten, 
bei der die Glieder der ersten Zeile eine arithmetische Reihe erster Ordnung 
bilden. Eine solche Determinante hat folgendes Aussehen: 


D = 

O, 

a + 

a + d, 
a +' 2d, 

a + (n — l)d 
a 


a + (» — l)d, 

a. 

., a + (»-2)d 


Subtrahieren wir von der letzten Zeile die vorletzte, von der vorletzten 
die drittletzte usw., sohließhoh von der zweiten die erste, so erhalten wir 



a 

a-\-d 

a + (» — 2)d 

a + (»» — i)d 


d 

d 


- {n-i)d 

I> = 

d 

d 

— (n — l)d 

d 


d 

— (» — i)d . . . 

d 

d 


Ziehen wir jetzt die erste Spalte von allen folgenden ab, so kommt 



a 

d 

. (n-2)d 

(n — l)d 


d 

0 

0 

— nd 

D = 

d 

0 

— nd 

0 


d 

— «d . . 

0 

0 


Jetzt wollen wir die erste Spalte mit n multiplizieren und dann alle 
anderen Spalten zu ihr addieren. Dadurch gewinnen wir 


, n{n — 
»“+ 2 

— d d 

. (n — 2) d (n — 1) d 

0 

0 

0 —nd 

0 

0 

o 

1 

0 

— nd . 

.. . 0 0 


oder 
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Nun ist aber 


0 .. 

. 0 - 

- nd 

0 .. 

. — nd 

0 

r • • • 

— nd . . 

. 0 

0 


= (-l) »» (nd)«-i, 

mithin , 

«(n— 1) . ML _ 4 \ 

s (nd)— + 

Hiernach z. B. 


1 2 . 

. n 

2 3 . 

. 1 

n 1 . 

. . » — 1 


= (~ 1 ) 




-nf*' 


10 » 


0 .. 

. 0 - 

nd 


— nd 

0 .. 

. 0 

0 .. 

. — nd 

0 

{n— 1) (*— 2) 

0 

— nd .. 

. 0 

. 

• • . 

. 

= (- 1) » 


• mm 

. 

— nd .. 

. 0 

0 

•(n— 1) 

0 

0 .. 

. — nd 


Die Smithsche Determinante. 

Mit (r, a) wollen wir den größten gemeinsamen Teiler der positiven, 
ganzen Zahlen r und s bezeichnen imd die symmetrische Determinante 



(1,1) 

(1,2).. 

. (1, n) 

Z> = 

(2,1) 

(2,2).. 

. (2, n) 


(», 1) 

{n, 2) . 

. (», n) 


berechnen. 

Dies gelingt mit Hilfe der Funktion g 9 (m), die der Leser aus der ele- 
mentaren Zahlentheorie kennt. g>{m) ist die Anzahl der Zahlen in der Reihe 

1 , 2 ,...,»», 

die zu »»relativ prim sind, d. h. mit »» den größten gemeinsamen Teiler 1 
haben. So ist z. B, 

g)(l)=:=l, gD(2)^l, <p(3) = 2, so(4) = 2, (p{5) = 4 

\isw. 

Über 97 ( 9 ») gilt folgender Satz: 

Wenn «a, . • . , ^ die sämtlichen Teiler von m sind (1 und»», 
eingeschlossen), so ist 

95(<i) + s»W + ■ - • + pW '»• 
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Um diesen Satz zu beweisen, stellen wir die Frage: 

Wie viele Zahlen gibt es in der Reihe 1,2,.. ., wi, die mit m den 
größten gemeinsamen Teiler t haben ? Dabei ist t irgendein Teiler von m. 
Unter den Zahlen 


i, 2<, . . 


haben genau gj^y^mit m den größten gemeinsamen Teiler (. Denn kt 
und — i haben dann und nur dann den größten gemeinsamen Teiler t, wenn 


171 • * j 

Jh und — relativ pnm smd. 


Es gibt also in der Reihe 1, 2, . . ., 

Zahlen, die mit m den größten gemeinsamen Teiler t^ haben, 

Zahlen, die mit m den größten gemeinsamen Teiler t, haben, 


nsw. 


Da jede der Zahlen 1, 2, . . . , m mit m den größten gemeinsamen 
Teiler t^ oder t^ oder hat usw., so ist 


m 




Die Zahlen 


m m 


m 


'tp' 


bilden aber eine Permutation von fi, so <^sß 

^(■^) + • • • + + • * * + 
ist. 

Mit Hilfe der soeben bewiesenen Eigenschaft der Funktion g» (m) ge- 
lingt es nun, die Smithsohe Determinante zu bereohnen. 

Wir wollen festsetzen, daßa^i gleich Isein soll, wenn k durch { 
teilbar ist. Anderenfalls möge o/n gleich Null sein. 

Nach Einführung der Symbole 0 ^ können wir (r , a) in folgender Form 
schreiben: 

(f, a) = aria»ig9(l) + ar*a»ag»(2)+ ... +a^nainS9 (»i)- 

Denn ... 

OrtOttgiit) 

ist nur dann von Null verschieden und gleich g> (t ) , wenn t sowohl in r als 
a.uoh in 8 enthalten ist. Die gemeinsamen Teiler von r und a sind aber 
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isoK mit den Teilern von (r^ 0). Die obige Gleichung reduziert sich 

auf ^ 

(»■, s) = ^g>{t), 

i die Summation über alle Teiler von (r, 0) zu erstrecken ist. 

Die Smithsche Determinante ist nach dem Obigen das Produkt aus 



. Oin 


au9»(l), «1*93(2), •• 

•, «lng3(n) 

®a> • 

• ®an 

und 

«9193(1), «29 93(2), .. 

- , «9n 93 (n) 

^*»1 ®na • 

• Onn 


«*193(1)» «** 93 (2), .. 

., a*n93(») 


>Tuxl ist Oftj gleich Null, wennX; <1, weil dann Z kein Teiler von Ä: sein 
. A.u6erdem ist ahit = wird daher 


«11 «12 • ■ 

1 . Oin 


1 0 .. 

. 0 

«91 «aa • • 

• «an 

= 

«91 1 •• 

. 0 

«Hl «H9 • ' 

• • ^n 


«Hl «na • • 

. 1 


«u93(l)» «ia93(2), .. 

•, «ln93(») 

«91 93(1), 0*9 9^(2), .. 

•, «9n93(») 

«nig3(l)» «na93(2), 

•» «nn93(») 


= g5(l)9)(2) ... jp(n), 


(1,1) (1,2) . 

. (l,n) 

(2,1) (2,2) . 

. (2,») 

(«, 1) (~,2) .. 

. (n,n) 


g» (1) 93 (2) . . . gp (n) . 


§ 52. Bang einer symmetrischen Determinante. 

9 ah z 35. ln einer symmetrischen Determinante vom Range 
► t es einen r-reihigen Hauptminor, der von Null ver- 
) d. e n ist. 

den Fall, daß die symmetrische Determinante selbst r Reihen hat, 
ur Satz selbstv^tfindlich. 

JzTL den anderen Fall zu erledigen, schicken wir eine Hilfsbetrachtung 
.8, die sich auf beliebige Determinanten bezieht. 

>ie IVfatriz 


«11 «19 • ■ 

• «in 

«91 «99 ■ ■ 

• «an 

«Hl «na • 

«Hn 
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habG den Rang r und r sei kleiner als n. Sucht man in ihr r unabhängige 
Zeilen 

( 

j Cja Cj, . . . CjB 


Cf 1^1 • • • 

auS} so ist jede Zeile von (1) eine lineare Kombination dieser r Zeilen (vgL 
§ 24). Man hat also 

flfcl = Cxi 4" + • • • + Ark<Vi (Ä!, Z = 1, 2, . . ?i) . 


( 3 ) 


Hieraus folgt, daß die r-reihige Determinante 

®kiJt • ■ • ®kiV 

“k,J, • • ■ »».V 


gleich dem Produkt der beiden Determinanten 

^fci ^fci • • • 

und 

öii, <hi. • • ■ <h.ir 
®*Ji • • • CbV 

Cfii <Vi, • • • CrV 


(1 ^ < ^9 < • ■ 




<Zr^») 


ist. Man verbinde bei der Multiplikation die Spalten der ersten mit den 
Spalten der zweiten Determinante. 

Setzen wir 

^k, Aifk, • • • 

^fci ■ • • ^hf 

BO können wir schreiben 


“kill flfcil. • 



<hli Olli • 


®k.i. • 

• “k,l. 

: — •^kl-.-k. 

O9I1 Osli • • 

cjv 

%h. ^rh • 



C , C , . . 
rh rlf 

CrV 



§ 62. Rang einer BynunettiBchen Determinante. 
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Die r-relhigeii Determinanten der Matrix 

®Äii ■ • • «*Jbin 

dfc.l öfc,a ■ • • ®fc,n 


fljfc,! • • - flfcffi 


sind also proportional zu den entsprechenden Determinanten der Matrix (2). 

Denken wir uns die r-reihigen Determinanten der Matrix (1) in quadra- 
tischer Anordnung aufgeschrieben, ln einer Zeile sollen immer diejenigen 


^ Determinanten stehen, die in denselben r Zeilen von (1) enthalten sind, 
in einer Spalte aber diejenigen Determinanten, die in denselben r Spalten 


von (1) enthalten sind. Die so entstehende quadratische Matrix wollen wir 
die Matrix der r-reihigen Determinanten von (1) nennen. 

Dann können wir unser Resultat so ausspreohen: 

Satz 36. Hat eine quadratische Matrix den Rang r, so ist 
die Matrix ihrer r-reihigen Determinanten vom Range 1. 

Dieser Satz, der offenbar auch im Falle r==n güt, ist als eine Verall- 
gemeinerung von Satz 29 in § 39 zu betrachten. 

Nunmehr ist der Beweis unseres Theorems über den Rang einer sym- 
metrischen Determinante sehr einfach. 


(3) sei eine von Null verschiedene Determinante der Matrix (1), die 
wir jetzt als symmetrisch voraussetzen. Wenn (3) kein Hauptminor ist, 
so hat man 


= 0, 





• 


• • «ixÄr 





Oixlr 

• 

■ * “Äflr 

Ott • 

•• OtV 

%h. 

••«vv 


weil die Matrix der r-reihigen Determinanten den Raxig 1 hat. Wegen 


Oft = a,r ist nun 


• OtSr 


Ofcit 

. . • o*,v 



• • 

• %*r 


Ofcrt 

... 

) 

also 

• Okifc, 

Ofct ■ • • 



OjPit 

... OfciV 



■ ' • 



Ofc^t • • • ^Ir 


Ko'iralevikl, Dotermiunten 
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Da die Determinante (3) nngleioh Null sein soll, so sind auch die Deter- 
minanten 



• öfcifc. 

und 

ahk •• 





■ 



von Null versohieden. Diese Determinanten sind aber r-reihige Haupt- 
minoren unserer symmetrischen Determinante. 


§ 53. Die SUmlargletchimg. 


Wir wollen die Determinante 



4“ ® 

Ol* . 

• . Oin 

D{x) = 

0*1 

0**4- ® • 

. (hn 


Oni 

o»»a • 

‘Onn+X 


nach Potenzen Yon x entwiokdbo.. 

Zu diesem Zweck schreiben wir sie zunächst in folgender Form: 


Oll 4“ Ojj + 0, — 

1 Oin -f- 0 

0*1 4- 0, a^+x, ... 

» Ogn -f- 0 

o«! 4" Ona -h 0, . . . 



Diese Determinante zerlegt sich mit HUfe von Satz 6 (§14) in 2” Sum- 
manden. Man erhält einen solchen Summanden, indem man in jeder Spalte 
aUe ersten oder alle zweiten Bestandteile der Binome beibehält. 

Streicht man überall die zweiten Bestandteile, so bleibt 


übrig. 



Oji Oja . . 

• Oin 

Ä = 

®si ®aa • • 

• o** 


Oji* • • 

• Onn 


Werden überall die ersten Bestandteile fortgelassen, so ergibt sich 


X 0 
0 X 


0 

0 


= a!* . 


0 0 


X 


Wenn in den Spalten r^, . . ., r^. (r^ < r, < . . . < fp) die zweiten 
Bestandteile, in den übrigen Spalten aber die ersten Bestandteile beibe- 
halten werden, so entsteht eine Determinante von folgender Beschaffenheit. 
In den Spalten r^, r,, , . sind die Hauptelemente gleich a;, alle anderen 
Elemente aber ^eich Null. Entwickeln wir also nach den Spalten r^, 
r-, . . ., r-, so erhalten wir 



§ 68. Die SBkalargleichiing. 
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Dabei ist 

n ri . . . fp 

derjenige Minor von A, der nach Strdcliung der Zeilen und Spalten mit 
den Indizes ri, r^, . . . , rp übrigbleibt , d. h. ein (n — 27)-reihiger Haupt> 
minor von A. 

Für i)(a;) gilt also folgende Ent^ckelung: 

D (a?) = af* + + • • • + • 

jSh ist die Summe aller Ä^reüiigen Hanptminoren von A . Insbesondere ist 
Sft gleich A. 

Wenn die Determinante A symmetrisch ist, nennt man die Gleichung 


Z> (a;) = a!» + + . . . + /S; = 0 

die Säkulargleichung, weil sie in der Theorie der säkularen Störungen 
der Planeten vorkommt. 

Über die Säkulargleichung gilt folgender Satz: 

Satz 37. Wenn die Determinante 


®ii ®ia • • • ®ln 
®ai ®aa • . . ®an 


®»n dna • • • 


symmetrisch ist und reelle Elemente hat, so sind die Wurzeln 


der Gleichung 


au + » 

Oia • 

®in 

«Hl 

®aa "1" ® . 

«an 

0*11 

**n2 • 

• • flnn “f" ® 


sämtlich reell. 

Es genügt offenbar zu zeigen, daß die Säkulargleichung keine rein 
imaginäre Wurzel hat, d, h. keine Wurzel von der Form 


x = ßi. 


wobei ß reell und i die imaginäre Einheit ist. 


Ist nämlich 


X = of ß i 


eine Wurzel von D{x) = 0, bo ist ß i eine Wurzel von 


(Ou + öf) + ® 




(®fa + «) + *••• 

<hn 

flhl 


(®nii + öf) + ® 


Um nun zu beweisen, daß D (a;) = 0 keine rein imaginäre Wurzel hat, 
man in folgender Weise vorgehem 
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Adhtea Kapitel. SynuneiriBche Determmanten. 


Man bildet das Produkt aus D{x) und 



Ou— * 

«12 •• 

. <hn 

b 

1 

T 


0^ — X . 

®a" 


®rn 

Ona 

. On. — « 


und zwar nach Zeilen. In der Produktdeteiminante steht dann in der 
r*“ Zeile und a*“ Spalte (r^a) 

H“ <*ira + • • • + ®rn ®jn + (®Br — <h») ® 
oder wegen a^r = Or, 

®ri ^2 H“ • • • H“ <*»»» • 

In der r*“ Zeile und der r*“ Spalte der Produktdeterminante haben wir 


Es ist also 


wobei wir 


+ <*t2 

flra + 

• • • + Of« 

<*rn 

a;® . 


Cu — 

<02 

. . . 

^in 

a) = 


<^22 

■ • ■ 

<52»» 


Cni 

®»a 

• • • <5»n 

— 

+ «ra 

<*•2 H“ 

• • • + ör» 

<*in ~ 

<5f8 

L, 2, . 

n). 





Wfire nun xt= ßi eine Wurzel von D{x) = 0, so hätten wir 


D{ßi)D{- ßi) = 0, 



“ <02 • 

• < 0 » 

<01 

Caa + ■ 

<On 

<^1 

<oa 

• <5nn + 


Wir wollen jetzt mit Oj, die Summe aller 2 >-reüugen Hauptminoren von 


<hl <02 • 

• • <On 

<^21 <^22 • 

• • <on 

<01 <02 • 

• • ^nn 


bezeichnen. Dann läßt sich die obige Gleichung so schreiben: 


Nun ist 


+ + o« = 0. 


<Viri <5nr, • 

^TtTp 

<Viri <Vtni • ■ 

<Oirp 

OfpT, 1 • 

• S'P 
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§ 64. Zweiter Beweis des Satzes über die Säkolargleiebang. 
das Produkt der Matrix o,,* . . . 0 ,^« 

®M» 


■ • • ®rpn 

mit sich selbst. Nach § 34 hat mau aber 


®ria • • 
®ril ®ri 2 • 

• <hin 

• ®iin 

8 

=:s 

®ri»i • 

•On-p 
• ®ri*p 

%i %a ■ 



^pti ttrp», • 

•• %«p 


Da die Elemente a^, reell sind, so ist diese Summe sicher nicht negativ. 
Man hat also auch ^ ^ . . 

(Ti^O, o«^0. 

Solange ß^O, ist daher 

+ Ol /?*”-* + ff* + . . . + <T« 

positiv. 

§ 54. Zweiter Beweis des Satzes Uber die Säknlarglelohimg. 


Wenn <k + ßi eine Wurzel von D{x) = 0 ist, so gibt es ein von 0, 
0, ..., 0 verschiedenes WertsystemiBi, »j, ..., a;„, das den Gleichungen 

(®11 ß^) "1” *2 4" • • • 4” ®1» ®n “ ® J 

®*1 4“ (®aa 4“ Öf 4“ ß*) ®S 4“ • • • 4" ®8n = Ö , 


^ 1®1 4 ~ 4 " • • • 4 - (®»n 4 - ÖC + ßi) i» — 0 

genügt, denn die Determinante dieses Systems ist gleich D(« + ßi), also 
gleich Null. 

Die obigen Gleichungen können wir auch so schreiben: 

«11 4 - ®a 4- • • • 4 " ®ii 4- (öc 4 “ »1 — 0 , 

^ ®81 ®1 4 " ®a 8 *8 4 “ ■ • • 4 ” ® 8 n ^ 4 " {* 4 ~ ßi) = ^ > 

Oni ®i 4 “ ®na *8 4 “ • • • 4 " “h (öf 4 " ß*) = 0 • 

Zerlegen wir »j, . . ., a:» in ihren reellen und imaginören Teil, setzen 

wir also i, ff%-j-Zt i, . . . , asn == 4 ” 

wobei die y und die z reell sind, so spaltet sich ( 1 ) in die beiden. folgenden 
Systeme: 


( 2 ) 


'ou ^14- «18 ^8 4“ ■■ 
®8i 2^1 4" ®aa ^8 4" • • 

• 4" ain J/n 4“ « Vx^ ß ^ 

• 4" ^18«» yn 4" * ya ß *8 ~ 

«ni yi 4^ anaVa 4 - • 

. . 4- flu* yn 4- « yn - y® «»= 0 
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und 

( 3 ) 


Achtes EapiteL SymineiziBche Detnrniinantep. 


011*1 + 014 2, + ...+Oi„*„ + a*i + ^yi=0, 
02121 + 0«,*, + ...+a,„*„ + flf*a + ^y,= 0, 


o»,i2i + On,a,+ +a„B2ii + a 2»+^ S^n = 0. 

Hierbei haben w benutzt, daß die Of, reell sind. 

Nun wollen wir die Gleichungen (2) der Reihe nach mit *i, *,, . . 
Zu multiplizieren und dann addieren. Dadurch erhalten wir 

(4) = ^ (r, Ä= 1, 2, . n). 

Multiplizieren wir die Gleichungen (3) der Reihe nach mit ^i, 

. . . , yn und addieren dann, eo kommt 

(5) 2o»,*,y, + a^y,*, + ^2'y,®= 0 (r, «= 1, 2, . . 



Durch Subtraktion ergibt sich aus (4) und (5) unter Berücksichtigung 
von Of, = a ,f 

(6) ß'Z{y\ + z\) = o. 

Wäre nun * i « ^ n 

BO hätte man 

yi= y*= •• ■ = yn= 0 imd *i«=a5,= ... :=:a5,j = 0, 
mithin . 

®i — — ••• — — 0, 


wahrend doch fCi, a;„ . . ., von 0, 0, . . 0 verschieden ist. 

Sicher ist also ««n , - - . 

2^(yV + **r)>o, 

ßo daß aus (6) - 

folgt. 

Damit ist aber gezeigt, daß die Säkulargleichung nur reelle Wurzeln hat. 


§ 55. YeraUgemelneTimg der SKkuljirgleichimg. 

Wir wollen eine Determinante 

Oll Ol, . . . ®ln 

On o«, • • • ®8f» 




mit komplexen Elementen betrachten, die so beschaffen ist, daß immer 
Oft und a,r konjugiert komplex sind. 


Wenn also 
ist, so soll immer 


Of . = Or« + ßn* 
0,r = «ri — 



§ 65. Verallgemeinenmg der Säkulargleiohuiig. 119 

sein. Die Hauptelemente sind daTin reell, weil aus 

a,r + ßrri = O^rr ~ ßrri 

ßrr = 0 folgt. 

Wenn man eine solche Determinante nm die Hauptdiagonale herum- 
klappt, so wird jedes Element durch die konjugiert komplexe Zahl ersetzt. 
Es läßt sich zeigen, daß die Gleichung 



+ 

X 

• «in 

D{x) = 

®21 

Oaa -i“ a . . 

®an . 


<hil 


■ ahn+« 


nur reelle Wurzeln hat. Auch hier genügt es zu wissen, daß eine solche 
Gleichung keine rein imaginäre Wurzel hat. 

Um dies zu beweisen, multiplizieren wir D (a;) mit 



®ii — ® ®»i 

®ni 

D{-a) = 

®i2 Oja — a , . . 

®»a 


®ln öan 

Oyin a 

nach Zeilen. Dadurch erhalten wir 



Cu — a* Cjj 

■ • • Cin 

D (a) D (— x) 

_ Cß — a* 

■ ■ • Cg,» 


I Chi 0«* . . . - a;* I 

wobei = «rl + ®r 2 ®iia 

ist. Denn die r*® Zeile von D (®) liefert mit der a*“ Zeile von D (— - «) 

®l« "i" 2 “f" • • • “h ®fn ®n» = ^ 

und die r*® Zeile von J) (») nut der r*®“ Zeile von D (— a;) 

®ri 4" "H • • • ~h ®rn »* = aj*. 

Wäre nun ßi eine Wurzel von D (a?) = 0, so müßte 

Cu + Cm ... CjB 

D (^*) i) (- ^i) = ^ Cm + ^“... c.„ 

c,u Cha . . . Cnn + 


D (^*) D (- ;9i) = c*a + ^“ • • • 

®»u c»ia 


sein. 
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Achtes EapiteL Symmekisohe Determmanten. 


Nun ist 


^Tift 


■ ^«■p 

®i^ri 

^TtU • 


%ri 

* 

. Cf , 
tpTp 


das Produkt der beiden Matrizen 


®ria ■ ■ 

• ®Tin 

®iri ®Sfi • • 

■ 

®rii • • 

• ^Tif» 

und ■ ■ 

. «n, 

®Fpl ^Tpl • ■ 

‘ • ^Tpfl 

®lfp ®2rp • ■ 

• On 


also gleich 

®»>fi ®»iri • • • 

®»ift ®»iri • • • ®8pri 

®«,fp • • • ®Bprp 

Offenbar sind die beiden Determinanten 


^ 1 «» • 

• ®n«p 


®*iri ®#ir» • 

• 

®ri*i ®fi8* • 

•«t..p 

und 

®»ift ®«iri • 

• %r. 

®Ppfi ®rp«* ■ 

• ^Tptp 


®«irp ®»,fp • 

* ^fpfp 


konjugiert komplex; denn die entsprechenden Elemente sind es. 


®r,*i ®n«i * 

• ^i«p 

®r.8i ®rt8» • 

• ^i8p 

^p*i ^fp*» • 

* 8 
“Tip'p 


Wir sehen also, daß die Hauptminoren von 


Cii Cia • • 


c« ®aa • • 

• Cjin 

®ni ^a • 

• Cnn 


positiv oder jedenfalls nicht negativ sind. Dasselbe gilt von den Zahlen 
ö'i» o'sj •••» Onj wenn Op die S umm e aller p-reihigen Hauptminoren be- 
deutet. 

Da 

D ißi) D i—ßi) = ß^n ^n-4 4 .. . . . + , 

ist, 80 haben ^rir im Falle ß^O 

D{ßi)l){-ßi)>0. 

Damit ist bewiesen, daß i> (») = 0 nur reelle Wurzeln hat. In diesem 
Resultat ist Satz 37 als Spezialfall enthalteu* 



§ 67. SchiebjmmetriBche Determinanten von nngerader Ordnung. 
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Wenn in einer Determinante Ä die Elemente 0^2 und au, stets konju- 
riert komplex sind,- so liat die Determinante ihrer m-reihigeh Minoren 
lieselbe Eigenschaft. Dahei müssen aber in einer Zeile (Spalte) lauter 
Minoren mit gleichen Zeilen- (Spalten-) Indizes stehen. Hat nun A den 
lang r, so hat die Determinante der r-reihigen Minoren den Rang 1. 
Daraus folgt, daß nicht alle r-reihigen Hauptminoren von A gleich Null 
ind (vgl. §52). 


Neuntes Kapitel. 

Sohiefsyiniuetriselie DeteradnaiLteiL 

§ 56. Definition. 

Schiefsymmetrisch nennt man die Determinante 

Ou Ou . . . Ol« 


A = 


<*21 • • • ®an 


®nl ®»a • • • i 

'enn zwischen den Of, die Relationen 

ar«=-a.r (f, a= 1, 2, ..., n) 

estehen. 

Je zwei Elemente, die symmetrisch ziir Hauptdiagonale liegen, sind 
Lso entgegengesetzt gleich, wfihrend die Hauptelemente gleich Null sind. 
D ie H aup tmin or en von A sind offenbar ebenfalls schiefsymmetrisch. 

57. ScMeflsyinnLetrisohe Determinanten Ton ungerader Ordnnng. 

Nach Satz 1 läßt sich die schiefsymmetrische Determinante A so 
shreiben: 

Oji Ogi . . . Oni j 

^ _ ®i« ®as • • • 1 

®in ®an • • • ®»in 

a nun Or,— — a,r ist, hat man nach Satz 5 




Ou Oij . . 

. Ol« 

0*1 OjB • • 

• ®afi 

®hi Una ■ 



= (— l)«it. 


ieraus folgt im Falle eines ungeraden n 

d. h. jd = 0. 
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Nenntea EapiteL ScMefiiymmetrisohe DeterminaiiteiL 


Satz 38. Eine schiefsymmetrisohe Determinante von un 
gerader Ordnung ist gleich Null. 

§ 58. Ble Minoren einer seUefisynunetilschen Determinante. 

Die beiden Minoren 


®riai ■ 


und 

ö*iri • 






■ %’P 


stehen in der Beziehung zueinander, dafi die Zeilenindizes des einen die 
Spaltenindizes des anderen sind. Zwei solche Minoren pflegt man als 
konjugiert zu bezeichnen. 

Konjugierte Minoren einer schiefsymmetrisohen Deter- 
minante sind gleich oder entgegengesetzt gleich, je nachdem 
sie von gerader oder ungerader Ordnung sind. 

In der Tat ist 


«axfx • ■ 


= (- 1)' 


• • %»i 




• ■ 

' * 





%«» • 

’ ' %*P 


Die Komplemente von Of, und a,r sind konjugierte Minoren. Sie 
sind also gleich oder entgegengesetzt gleich, je nachdem die Ordnung 
der schiefsymmetrisohen Determinante imgerade oder gerade ist. Das-' 
selbe gilt von den algebraischen Komplementen, da sie aus den Kom- 
plementen durch Multiplikation mit (— 1)'+* entstehen. Es besteht 
also folgender Satz: 

Satz 39. Die Reziproke einer sohiefsymmetrisohen Deter- 
minante ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch, je nach- 
dem die Ordnung ungerade oder gerade ist. 


gende Form: 


§ 59. SchlefbymmetrlsclLe Determinanten Ton gerader Ordnung. 

Eiue sohiefsymmetrische Determinante zweiter Ordnung hat fol- 

0 Ol, 

—Oii 0 

Man findet, daß a 

0 Ol, 

— OiaO 

ist, also ^eioh dem Quadrat von o^. 


= a 


12 
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§ 59. Sohiefsymnieiriflche Detennimuiten von gerader Ordnnng. 


Bei der schiefsymmetrisohen Determinaxite 'vierter Ordnung 


0 


«18 

«14 

-012 

0 

«23 

«24 

—<>18 

-Oja 

0 

«84 

-«M 


—«84 

0 


bestellt eine ähnliche Eigenschaft. Sie ist nämlich gleich. 

(®H ®84 ®ia ®a4 4" ®28)*J 

also wieder das Quadrat eines Ausdrucks, der sich aus den Elementen 
ganz und rational zusammensetzt, d. h. mittels der Operationen der 
Addition, Subtraktion und Multiplikation. 

Man kann hiernach folgenden Satz vermuten: 

Satz 40. Jede sohiefsymmetrisohe Determinante gerader 
Ordnung läßt sich als Quadrat einer ganzen rationalen Funk- 
tion der Elemente schreiben. 

Wir beweisen dies durch einen Schluß von n — 2 auf n. Wir nehmen 
also an, daß der Satz für sohiefsymmetrisohe Determinanten (n — 2)^ 
Ordnung bereits bewiesen ist, und zeigen, daß er dann auch für solche 
von «ter Ordnung gilt {n gerade). Da wir ihn im Falle n = 2 und n = 4 
bestätigt fanden, so gilt er allgemein. 

Entwickeln wir die schiefsymmetiische Determinante 


öii <*ia • . 

• <*iii 

«21 «22 • • 

■ «2n 

«ni «»12 • ■ 

• «nn 


nach der letzten Zeile und letzten Spalte (vgl. § 42), so ergibt sich 

A— Oyn Aff = Orn a*n Afg . 

(r, Ä = 1, 2, . . . , n — 1) 

Afg ist das algebraische Komplement von df, in der Determinante 



«11 

«12 

• • «l.n— 1 

B = 

«21 

<>22 

> • «2, n— 1 


«n-1. 

1 «»1—1,2 • ■ 

« • «»1—1, fl— 1 


die nach Satz 38 gleich Null ist. Da n gerade ist, so ist die reziproke Detei^- 
xninante von B symmetrisch. Man Imt also 

ArB = A,,. 
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Neuntes EapiteL ScMefsynimetcische Determinaiiteii. 


Wegen 3 = 0 sind in der reziproken Determinante alle zweireihigen 
Minoren gleich Null (vgL § 39). Insbesondere ist 

^Ä„Ä.,-^, = 0. 

Wir setzen voraus , daß Satz 40 für {n — 2) - reihige schief- 
symmetrische bereits bewiesen ist. Solche Determinanten sind und 
A,a . Es ist also 

, (»• = Ij 2, — 1) 

und jedes Or setzt sich aus den Elementen von Ä durch Additionen, Sub- 
tralctionen und Multiplikationen zusammen. Die Vorzeichen der otr können 
wir noch beliebig wählen. 

Nehmen wir an, daß <zi 4= ^ Nachdem wir uns dann bei für 
ein bestimmtes Vorzeichen entschieden haben, wollen wir . . ., otn so 
wäh.len, daß 

Äi,= OiiOtr 

wird (r = 2 , 3 , . . ., n). Das können wir, weil 

•^ir=Al-^rr==»f ÖCr“ 
ist. 

Jetzt sind »i, On TöUig bestimmt. Man überzeugt sich 

leicht, daß 

Afg ^ oCfOtg (r, a=l,2,...,w— f-l) 
ist. Man hat nämlich 

■^n -^1» A 

A A — ^ ’ 

also 

woraus wegen i»i^0 das Behauptete folgt. 

Sollte = 0 sein, so gehe man statt von von irgendeinem anderen 
ötr aus, das nicht ^eich Null ist. Sollten c(i, • • • , <Xn verschwinden, 
so sind auch alle Afg ^eich Null, und man hat Afg^ocrOia' (r, a = l, 
2, . .., n-1). 

Auf Grund der Relationen 

= (r, «= 1, 2, . .., n — 1) 

wird nun 


^rr 

■^BT -^BB 


§ 60. Zweiter Beweis des Satzes 40. 

§ 60. Zweiter Beweis des Satzes 40. 


Dem Glied 


der Determmante 


/I 2 . . . n\ 
Vri rj . . . r„) 


A = 


®is 
®81 ®S1 


«in 

«8» 


®ni Ans • • • ®>in 

wollen wir die Substitution (vgl. § 7) 

= (“•••”) 
••• rj 


8 


“nr. 
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zuordnen. Daxm sind die äI Glieder von A mit den n\ Substitutionen 
der Zahlen 1 , 2 , . . . , n gepaart. 


sgn 


1 2 





ist gleich + 1 oder — 1 » jo nachdem 8 eine gerade oder eine ungerade 
Substitution ist. 

Wir denken uns jede Substitution in ihre Zyklen zerlegt und berück- 
sichtigen dabei auch die eingliedrigen Zyklen. 

Wenn die Determinante A schiefsymmetrisch ist, so entspricht 
jeder Substitution 8, in der ein eingliedriger Zykluß vorkommt, ein 
verschwindendes Glied von A. Enthält 8 den ein^edrigen Zyklus (r), 
so tritt in dem zugehörigen Determinantenglied der Faktor Orr auf, der 
gleich Null ist. 

Alle Substitutionen, die erniedrige Zyklen enthalten, können wir 
also beiseitelassen. 

Wir betrachten jetzt diejenigen Substitutionen , in denen ein Zyklus 
mit ungerader Elementzahl vorkommt; Enthält eine Substitution mehrere 
solche Zyklen, so soll unter ihnen der Zyklus der erste heißen, in dem das. 
niedrigste Element auftritt. 

8 sei eine Substitution von der betrachteten Art und der erste Zyklus, 
mit ungerader Elementzahl sei (r^ r, . . . r^). p ist eine der Zahlen 3, 
5 , . . . Ersetzen wir den Zyklus (r^ ... fp) durch (rp rj,_i . . . r^), so 

entsteht eine von 8 verschiedene Substitution. 8 und man hat (vg^ § 7} 

sgn 8 = sgn 8 . 

(fp fp—i ... fl) ist bei 'S der erste Zyklus mit ungerader Elementzahl. 
Kehrt man also dein ersten derartigen Zyklus bei 8 um, so gelangt man 
wieder , zu 8. . 
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Neuntes Kapitel. Sohiefsynunetriaohe Determinanten. 


Die beiden Determinantenglieder, die zu iS und zu 8 gehören, unter- 
scheiden sich nur in p Faktoren. An die Stelle von 

^pfi 

tritt beim Übergange von jS zu jS 

1 • • * * • • ^p — lfp ^pfi 

~ • • • %_irp ^fpfi • 

Die zu 8 und 8 gehörigen Determinantenglieder sind somit entgegen- 
gesetzt gleich und heben sich auf. 

Wir brauchen hiernach nur solche Substitutionen in Betracht zu 
ziehen, wo jeder Zyklus eine gerade Zahl von Elementen enthalt. Denn 
den übrigen Substitutionen entsprechen Determinantenglieder, deren 
Summe gleich Null ist. 

Hieraus ergibt sich auf eine neue Weise , daß eine sohiefsymmetrisohe 
Determinante von ungerader Ordnung gleich Null ist (vgl. Satz 38). Denn 
eine Substitution, die sich auf dne ungerade Anzahl von Elementen be- 
zieht , kann nicht in lauter Zyklen mit gerader Elementzahl zerfallen. 

Wir woDen jetzt die Ordnung n der schiefsymmetrisohen Determi- 
nante Ä als gerade voraussetzen.- 

8 sei eine Substitution, in der jeder Zyklus eine gerade Element- 
zahl aufweist, ln jedem Zyklus schreiben wir das niedrigste Element 
als erstes. Ist 

{»■i rj^) 

ein Zyklus von 8, so entsprechen ih-m folgende Faktoren des zu 8 ge- 
hörigen Determinanteui^edes : . 

Wir wollen sie in zwei KlassKi sondern. Zur ersten Klasse rechnen 
wir 

®rir,) • • •> 

zur zweiten Klasse 

Machen wir dies für alle Zyklen r, . . . r^), («i a, . . . ajJ, ... von 
8f an geben die Faktoren erster Klasse das I^odukt 

^ — 1*2(7 * ■ * » 

die Faktoren zweiter Klasse das Produkt 

^ ~ ®r,rb • • • ®r2pfi • • • <*»2(7«» • ‘ • 
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Sowohl in P als auch in Q haben wir n/2 Faktoren mit durchweg 
verschiedenen Indizes. 


und 


(^) •••> — u • 

(Ci) fa, ra, . . ri, s^, s^, . . ., «aa, «i, • • • 


sind also Permutationen von 1, 2, n. Die erste enthalte p, die 
zweite q Derangements. Dann ist nach § 6 (Schluß) 


sgn Ä = {— 1)P+« ; 

denn man hat 



Das zu S gehörige Determinantenglied lautet demnach 

(_ i)«g. 

Man gelangt von diesem Produkt auf folgende Weise zu S zurück. 1 stehe 
in den Doppelindizes von P mit zusammen, in den Doppelindizes 
von Q mit Im Falle Asg = 1 ist (1 h«) ein Zyklus von Wenn 
noch nicht gleich 1 ist, so suche man den Index ^4 auf, der in P mit ÄJg 
zusammensteht, dann den Index Tc ^ , der in Q mit ^4 zusammensteht, 
und fahre fort, his man zu 1 gelangt und einen Zyklus von 8 gewinnt. 
Darauf beginne man mit dem niedrigsten der noch übrigen Indizes wieder 
einen Zyklus. Man sieht zimächst nach, mit welchem Index er in P 
zus ammenst eht, usw. 

Wenn man in dem Produkt P zwei Faktoren vertauscht, so bleibt 

(-1)*»P 

ungefindert. Denn diese Vertauschung läßt sich durch zwei Vertauschungen 
je zweier Indizes in ip bewirken, 

Ebwiso bleibt (— 1 )p P ungeändert, wenn man die beiden Indizes 
irgendeines Faktors a„ von P vertauscht. Denn dadurch verwandelt 
sich (— 1)P iu — ( — 1)P und andererseitB tritt an die Stelle von Of, der 

Faktor a,, = — o,.,. 

Aus dem Obigen geht nun hervor, daß 

ist wobei sich die Summation über alle verschiedenen Ausdrücke 
i)p p erstreckt. Als verschieden betrachten wir solche Ausdrücke, 
die auch nicht identisch werden, wenn man die Relationen a„= — o»,. 
benutzt. 
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viele solche Ausdrücke (— 1 )p P gibt es ? Der Index 1 Trann 
mit jedem der n — 1 Indizes 2, 3, . . zusammenstehen. Wenn ein 
Glied z. B. den Faktor Oji enthalt, so kann 3 mit jedem der n — 3 Indizes 
4, 5, . . n verbunden sein. Enthalt dn Glied die Faktoren so 

kann 5 mit jedem der n — 5 Indizes 6, 7, . . vereinigt sein usw. Man 
sieht auf diese Weise, daß es 

(»- 1) (n-3) ... 3-1 
verschiedene Ausdrücke (— Ip P gibt. 


Beispiel. 

Um die obigen Betrachtungen dem Leser noch klarer zu machen, 
wollen wir den Fall n = 4 als Beispiel benutzen. 

Es gibt hier folgende Ausdrücke (— 1 )p P: 


®4ai ®i4 ®*8* 

Das Quadrat von 

1)*’P = ®ia ^84 "t" ®X8 ®42 + 

wird 

®ia®B4*®l*®34+®U®84’®18®42+®ia®S4'®14®88 
H" ®18 ®4a ■ ®ia ®84 + ®18 ®49 * ®18 + ®18 ®4a * ®u ®a8 

+ ®M®a8'^®a4+®b4®a8*®13®49+®14®aS*®M *88* 


Die den 
folgende: 


einzelnen Gliedern entsprechenden Substitutionen sind 


(12) (34), 
(1342), 
(1432), 


(1243), 

(13) (24), 
(1423), 


(1234), 
(1324), 

(14) (23). 


Das sind gerade die Substitutionen in den Elementen 1, 2, 3, 4, die 
nur Zyklen mit gerader Elementzahl enthalten. Die zugehörigen Gheder 
der schief symmetrischen Determinante 

®ia ^ 

®aa ®aa ®aa ®a4 

<*81 ®8 a ®88 ®84 
®4I ®4a ®48 ®44 

geben folgende Summe: 

®ia ®ai ®a4 ®4a %a ®a4 ®48 ®8i — ®98 ®84 ® 4 i 

®ia ®84 ®4a ®ai “1“ ®i8 ® 4 a ~ ®i8 ®8a ®94 ® 4 i 

®i4 ®48 ®aa ®ai ®i4 ®4a ®aa ®si “h ®i 4 ®4i ®98 ®8a* 

In Anbetracht der Relationen Org — — Ogf. ist sie mit dem oben an- 
gegebenen Quadrat von 


identisch. 


®ia ®a4 + ®i8 ®49 + ®aa 


§ 61. P&fbohe Aggregate. 
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§ 61 . Ffaffsdie Aggregate. 

In § 60 zeigten 'wir, daß eine schiefeynunetrisolie Determinante 
n*“ Ordnung (n gerade) das Quadrat einer aus 

1-3... (n-1) 

Gliedern bestehenden Summe 

üt. Dabei bedeutet P ein Produkt yon der Form 


wo 


®rifi ®r,f4 • • • » 

»“n 


eine Permutation von 1, 2, n mit p Derangements darstellt. Je 
zwei Glieder jener Summe werden auoh dann nioht identisch, wenn man 
die Relationen Or« = — o^r berücksichtigt, 

Man nennt >S(— l)** P ein Pfaffsches Aggregat und bezeichnet 
es nach Jaoobi mit ^ . 


Die Glieder von (1, 2, . . ., »), die den Faktor 0 »^*, enthalten, haben 
die Form ' 

(“ • • • ®rs__irn» 


wobei ra, r^, . . ., eine Permutation der Zahlen ä®, A 4 , . • A« ist, die 
in der Reihe 1, 2, . . . , n übrigbleiben, wenn man Aj und Ag streicht. In 

der Permutation . . 

* 1 » *"*» • • •» 

mögen A Derangements von und Aa herrühren. Dann ist 

p^Jc-\-§, 

wenn 'wir mit p die Anzahl der Derangements in fa, »■ 4 , . . be- 
zeichnen. Es wird hiernach 

(-^ l)Pa»,Ä, (“ (” • • • <^n-irn » 

und die Summe aller Glieder von (1, 2, . , . , »), die den Faktor enthalten, 

lautet 

(— A 4 , . . ., A„). 

(A 3 , A 4 , . . Äii) wollen wir das Komplement und 
(-DMAs, A 4 , . A„) , 

das algebraische Komplement von 2, ä) nennen. 

EoWnJLeTBfcl, Detenoinaiitem. ^ 


Neuntes EapiteL Schjefsymmetriaohe Determinanten. 


Biohnen wir dieses aigebraisolie Komplement mit tSCfc,»,, so läßt sich 
2, . . . , n) BO schreiben: 

(1, 2, . . . , n)=s= ajti + Ofeji + Okn 9Ifcn *)• 

In jedem Glied von (1, 2, . . . , n) -kommt nämlich der Index k vor. 
Ersetzt man die Elemente 

«fcli • • •» 

ligUch durch 

®lu Otii, ■ . «Inj 

iei l^k sein soll, so geht (1, 2, . . . , n) in 

+ ®ia + • ■ • + ®In ^Ijin 

r; denn • • •) dem Index k gänzlich frei. Das 

adrat von (1, 2, . .., n), d. h. die achiefsymmetrisohe Determinante 


(hl %a • 

. (hn 

«ai »aa • 

• ®an 

ö»ia • 

• ®Bn 


wandelt sich dabei in eine Determinante mit zwei Übereinstimmenden 
len (und Spalten). Daraus folgt, daß 

®ll + flja %i!a + • • • + ®in = 0 
sobald l von k verschieden. 


•2. Die Eezlproke einer BcMe&ymmetrisehen Betemünante 
gerader Ordniing. 

(1, 2, . . ., n,) sei ungleich Null und %fi das algebraische Komplement 

^ ®jti kl (1, 2, . . ., «), aber das algebraische Komplement von ojfi 

der Determinante (1, 2, ,.i, »)*. 

Um die Beziehung zwischen iHn und Aj,i zu finden, bedenke man, daß 
<^1 + Ofca -4*8 + • • • + Oft» == (i, 2, . . . , 7l)* 

Alt! + ^a -^Äa “f" • • • + <*»n -dk« = 0 {8^k)f 

ierdem aber 

dfci ittji -f~ ®»a 3l*a + • • • + öfcB 2l*n = (i, 2, , . . , n) 
d 

+ a»a%ea+ ■ • • + fl*n3lÄii = 0 

*) Das Glied mit dkk ffiUt wegen Okk = Ö fort, wie wir andh SIkk wählen. Wir 
len ^er %iik»0 setzen. 
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Man ersieht hieraus, daß 

■^fci -d 


ht 


(1, 2, n)’ (1, 2, n)’ *• 

'“d «mi, a». 


( 1 , 2 , .... ») 


dasselbe System von » linearen Gleichungen mit nichtversohwindender 
Determinante befriedigen. 

Da ein solches System nur eine Lösimg hat, so folgt 


oder 


■^Ttl 


(1, 2, n) 

2lfc,= (l, 2,... 


=^%.i 


. ») %z- 


Durch eine Stetigkeitsbetrachtung überzeugt man sich, daß diese 
Formel auch im Falle (1, 2, . . n) == 0 gilt. 

Die algebraischen Komplemente vonokjin dem P f aff sehen A^egat 
(1, 2, . . ., n) und in der Determinante (1, 2, . . ., n)* unterscheiden sich 
also nur um den Faktor (1, 2, . . ., n). 


§ 63. lineare Glelchimgen mit einer yon Null yerschiedenen 
sehlefisymmetrlsohen Determinante. 

Das System ^ . 

»u «n + «u + • • • H- »in ai» = £>1» 

«h + »ta -f- • • • + »an asn = 


( 1 ) 


»ni ^ + »na a^a + • ' » »nn ®n — 


dessen Determinante schiefsymmetrisoh und von Null verschieden sein 
soll, hat nach § 22 nur die Lösung 


&1 -iji ^2 *^81 "f" • ’ • ~H ^n ini 
(1, 2, ..., n)« • : 

bl .ijjj -|- 62 “^aa H" • • • H" bn i.,,2 
(1, 2, n)* 


bl Am b„ + . . . + ^n ■inn 

(1, 2, ...,n)* 

Wegen der Rdationen 

4ki — (1» 2, . . ») Slfci 


9 * 
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immt diese LGsung folgende einfachere Form an: 

^ _ 6i^+6««.i+.--+6ngtni 



(1, 2,... 



^1 + ^4 51« + 

• • • + öfl 5t»2 


(1, 2,... 

, ») 

a5n = 

^1 5Cm + öa 5lan + 

• • • + ön %in 


Der Ausdruck 
ntsteht aus 

der aus (1, 2, . . . 


3Iah + • • • + %ik 

<hfc 5lu + fljfc 9ItÄ + • • • + 3lnÄ 
n), indem man 


®sJi} • • •» 

»ezüglioh' durch i . i. 

6^, Og, . . o„ 

rsetzt. 

Schreibt man statt b^, 6« 

h,n4-ii <i8,n+i» •••1 ®ri,n+i oder — — Oii+i.a, 

10 geht 6i?li»+&a«f.fc+ ... +6„9lni 

ladurch aus (1, 2, . . , , n) hervor, daß man den Index k durch n + 1 
irsetzt. 

Es gilt also für die Auflösung des Systems folgende Regel, die ein 
^alogon dw Gramer sehen Regel ist (v^. §22): 

Man ersetze in P = (1, 2, . . ») den Index k durch n + 1. Das 
10 entstehende A^regat heiße Pj. Dann lautet (üe Lösung des Systems (1) : 



§ 64. Bang einer schleflsynimetrledien Determinfuite. 

Die schiefsymmetrisohe Determinante 


<*ia • ■ ' 

«in 

öai öaa • • • 

<hn 

®»ia ■ • 

• Onn 


üabe den Rang **. Daim ist (ygl. § 52) die Matrix' ihrer f-reihigen 
vom Range 1. 


§64. Bang emer sohiefsyiiimetciBchen Deteo^^ 
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Ist nun z. B. 







L Null verschieden . . . <kr nnd Zi < lg < . . . < Z,), so 

3 seu wegen 






• «tv 


• ofclÄf 


a 2 .I 1 ®IiI. - • 

•®«.V 




02,2. . • 

■%1r 


ti 



afct Ofc,!, . 

■ Ojtlr 


OltÄi . 

• a*»fc, 

= 

Oftit • 

• a*,2,. 


“2,25» ®2,fc, • 

- Ol.», 


^fh. • 

■ 






^k • 

• ^kilr 

= (- 1)' 

“25,2, . 



afc,2i “26,2, • 

• ®»rV 


a»,26i ®2ii», • 



**»111 ®2ili • • 


^*1 ®25,ft, • 

• “fclÄT 

5 

®lili <»*,2, • 

”(*klr 


• “»r*r 


%k %k • 



leioh. Null sein. 

Damit ist der folgende Satz be'niesen: 

Satz 41. In einer sohiefsymmetrisohen Determinante 
a Range r gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen 
iiptminor. 

Da ei ne schiefsymmetrische Determinante von ungerader Ordnung 
Wert Null hat, so muß der Rang r stets gerade sein. 

Wenn in dem Symbol h o \ 


Lase Zahlen gratrichen werden, so entsteht ein ähnliches Symbol 


(Itli • • •) 

Wir wollen (Ä!i, ifeg, . . ., i^,) einen jj-gliedrigen Minor von (1, 2, . . . , ») 
len. Im Falle eines geraden 33 ist 1;*, ‘--j %) ein Pfaffsches 
CQgat. Im Falle eines ungeraden p soll (Jb^, hg, . . ., h^) = 0 sein. 
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h) 


Hat die sohiefsymmetrische Determiaante (1) den Rang r, so gibt 
es nach Satz 41 unter den r-gliedrigen Minoren von (1, 2, . . n) einen 
von Null verschiedenen. Alle mehr als r-^edrigen Minoren von (1,2, 
. . . , ») sind dagegen ^eich Null. 

hg, . . . , ^) sei ein niohtverschwindender Minor vor (1, 2, . . , 
Dagegen seien alle (p -f 2)-gliedrigen Minoren, in denen (hi, hg, ... 
als Minor steckt, £^eioh Null. Dann ist der Rang von (1) gleich 'p. 

Es sei z. B.*) ^ . 

(1, 2, . .., p)«|=0 

und (1, 2, ..., -p, h, 1) = 0 (h, 1, ..., n). 

Bezeichnen vnr mit ^ « 

93]ki, SSjfc, 93,1 

die algebraischen Komplemente von 
in der schiefsymmetrisohen Determinante 



• ®ip ®iJi 

öfci • 

. Opp Opjt Opi 

®Jkl • 

. Ojtp Ohl 

aii . 

. . Oip aii Oll 


= (1, 2, . . . , p, h, Z)*, 


so ist nach Satz 28 

»“ ai = ^ *’>’ (1. 2, . • . , P, !)• = 0 . 

Nach Satz 38 hat man nun 

®fc]k=®«=0. 

Es ergibt sich somit ^ » 

* »*i=-g3iÄ=0. 

Wir sehen hieraus, daß in (1) alle (p -|- l)-rdhigen Superdeterzni- 
nanten von 


«U «lg . . 


Ogi Ogg . . 


flpi fljjg . . 

• *pp 


gleich Null sind. Nach Satz 18 können ^vir also schließen, daß (1) den 
Rang p hat. 

Um den Rang der Determinante (1) zu finden, kann man jetzt so 
verfahren. 

Man sucht in (1, 2, . . ., n) einen zweigliedrigen Minor, der von Null 
verschieden ist. Gibt .es keinen solchen, so hat .(l) den Rang 0. Andern** 

•) Doich VextanaolMmg von 1, 2, . . ., n laßt öch dieser Fall herbeifaiirein. 



§ 64. Bajig emer Bchietaymmelrisdien Detenniiuuite. j [35 

falls lassen sich die Indizes 1, 2 . . n so vertauschen, daß gerade (1, 2) 
von NuU versohiedein ist. 

Sind alle Aggregate (1, 2, A, l) gleich NuU (ifc, 1 = 3,. . n), so ist (1) 
vom Hange 2. Andernfalls läßt sich durcdi Vertauschung von 3, 4, . . . , » 
bewirken, daß gerade (1, 2, 3, 4) von NuU verschieden ist. 

Sind aUe Aggregate (1, 2, 3, 4, k, l) gleich NuU (*,1=5,.. , n), 
80 hat (1) den Hang 4. Andernfalls läßt sich durch Vertauschung von 
5, 6, . . . , 71 bewirken, daß gerade (1, 2, 3, 4, 5, 6) von NuU verschieden 
ist. Usw. 

Wir sehen hieraus, daß nach geeigneter Vertauschung der Indizes 
1, 2, ..., 71 die Aggregate 

(1, 2), (1, 2, 3, 4), ..., (1, 2, ..., r) 
von Null versohieden sind, während die Aggregate 


(1, 2, ..., r, *, l) 

verschwinden (*, Z = r -}- 1, . . . ^ ti)*). r ist dabei der Hang von (1). 

Bei einer symmetrischen Determinante läßt sich etwas ÄhnUches 
erreichen. Es güt nämUch auch für symmetrische Determinanten der 
folgende Satz. 

Wenn die {p -|- l)-reihigen und {p -f- 2)-reihigen Hauptminoren, 
in denen ein von NuU verschiedener jj-rdhiger Hauptminor steckt, aUe 
verschwinden, so ist der Rang der symmetrischen Determinante gleich p**). 
Hieraus ergibt sich leicht, daß eine symmetrische Determinante 


Ou Ois - 

• • 8lii 


• ■ ®an 

• 



vom Hange r nach geeigneter Vertauschung der Indizes 1,2, 
folgender Beschaffenheit ist: 

In der Reihe 






. . Oir 




On. ®aa • • 

. «Sr 


> . - . j 

. . . 

• ■ 




8ri 8ra • 

.. Orr 


71 von 


sind das erste und letzte Glied von NuU verschieden und nie zwei benach- 
barte Glieder gleich NuU. 


*) Man denke sich (1) eventoell durch NuUen gerSndert. 

Beweis ebenso wie bei der sihie&yhmeädsohen Determmante. 
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§ 65. Lineare Gleichungen mit Tersohwindender schlef- 
Bjnunetrlsdier Determinante. 

Wir betrachten das System (1) in § 63, dessen Determiaante schief- 
symmetrisch und gleich Null sein soll n braucht also jetzt nicht gerade 
zu sein. 

Aus .§ 29 wissen wir, daJB das System dann und nur dann Lösungen 
besitzt, wenn die beiden Matrizen 

Oji 0^2 • <*1« 

• • • ®Wfi 

und 

<*11 • • • ®ln ^1 

^2) 

<*nE • • • ®»in 

gleichen Hang haben. 

Nun ist der Rang der schiefsymmetrischen Matrix 

<hi <*is • ■ • 

<*ai ®aa '• • • ®*»» 

( 3 ) 

<*♦11 <*ti2 • • • ®i»n 

— bl —6a . . . — ö„ 0 

höchstens um 1 höher als der von (2). 

Bezeichnen wir also mit r^, ra, den Rang von (1) bzw. (2) bzw. 
(3), so ist 

Ti = fa und r* ^ r, ^ ra + 1 , 

also auch 

ri^ra^ri-f- 1. 


Da Ti und fg gerade Zahlen sind, so folgt hieraus 

rj = fj. 

Wenn ist, so muB auch sein. Denn es ist immer 

ri^J-a^r,. 

Ein Gleiohungssystem 

®ii “H <*ia “h • • • “ 1 “ <*in — ^11 
. «ai fh + <»M ®a + • • • + <»an aJn = 


<*ni ®l + <*»ia **+•■•+ %it 

mit sohiefsymmetrischer Determinante hat also dann imd nur dann 
eine Lösung, wenn die . Matrizen ^(.1) imd (3) von gleichem Range sind. 
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Bezeichnen wir den gemeinsamen Rang von (1) und (3) mit r, so 
läßt sich durch Vertauschung der Indizes 1, 2, n erreichen, daß 

(1, 2, .... r)4=0 

ist. Nach § 24 sind dann die n -|- 1 — r letzten Zeilen von (3) lineare 
Komhinationen der r ersten*). Wir dürfen uns deshalb auf die r ersten 
Gleichungen des Systems beschränken. Diese schreiben wir in folgender 
Form: 

Oii ahH- ••• + Oir aT = - (oi.r+i av+i+ ••• + »i« ai.) + 


Ofl Xi ... -j- Off Xr= (0,1, H” • • • H“ ®rn ®n) “f" 

und wenden auf sie das in § 63 dar^egte Verfahren an. 
wollen 


setzen und unter 

P»/ 


(1, 2, ...,r) = P 

(A= 1, 2, ..., r; j = r + 1, . . ., n + 1) 


das Pf aff sehe Aggregat verstehen, das aus P entsteht, wenn man k in j 
verwandelt**). Dann ist nach § 63 

— Pl,f+l*r+l — ••• — Pin a?» + Pi.n+l 
a^ — p » 




Ps, f+l aSr+l « • • Psn a«B -j" P 2 ,n+l 


^ — Pf.f+l aV+1— ... -PrnSBn+Pr.n+l 

^ p— ^ • 

Dabei darf man av+i* ^ beliebig wählen. 

Da auch die letzte Zeile der Matrix (3) eine lineare Kombination 
der r ersten ist, so erfüllen diese Werte der x auch die Gleichung 

hj + ^2 *1 + . . • + asp, = 0. 

§ 66. Determinanten gerader Ordnimg, dargestellt dnrcli 
Ffaffsehe Aggregate. 

Wir betrachten eine Determinante von gerader Ordnung 2v und 
schreiben sie in folgender Weise: 


(i) 

D = 

Oll Oll ^l> T • . 

02 , oa, 6 a» 62 , . . . 



Ohj 0 ^, 6b, 64, . . . 


*') Den trivialen Fall r = 0 lassen vir beiseite. 

**) Statt &],, &a, ..., bfi sohieiben wir -wie in §68 ai,n+i> •••> On.n+i. 
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VertauBohen wir die erste und zweite Spalte, die dritte und vierte 
Spalte usw., so multipliziert sioh. D mit dem Falctor ( — 1)^ Es ist also 

« 1 » • 

Ö 2 ) fla» &aj ^sj • • ■ 


i>=(- IV 


^n» ^n> • • • 




al, 

—Ol, 


-öl. ... 

(2) 

D = 

ait 

—Os, 

*8. 

— Öb, . . . 



<» 



-in, ... 


Aus (1) und (2) ergibt sich nun durch Multiplikation nach Zeilen 




Pu Pis • 

•Pin 

(3) 

i)a = 

Pu Pss . . 

. Psn 



Pnl Pns . 

. Pnn 


wenn wir 


a,ai — bfbi — bib,+ 


setzen. 

Da offenbar Pre— "“Par» 


so ist die Determinante (3) sohiefsymmetrisch. 

Mit (1, 2, . . n) werde das Pf aff sehe Aggregat bezeichnet, dessen 
Quadrat die Determinante (3) ist. Dann folgt aus (3) 


(4) D={i, 2 ,.... n). 

Da£ das Vorzeichen der rechten Seite richtig gewfihlt ist, erkennt 
msm durch folgende. Überlegung, 
ln (1, 2, tritt das Glied 

Pis Ps* • • • Pa— l,n 

mit dem Zeichen -j- auf. Nun ist aber 

pii — oiaa— 

P84 = ... + ^ ^4 “ • • . » 


ln dem ausgerechneten Produkt PisP84 . • . Pn—i,n kommt also das 
Hauptghed von D, d. h. 

Ol oi 6 b 64 • . • 

mit dem Zeichen -)- 'vor, wie in D selbst, und kein anderes GUed von 
( 1 , 2 , . . . , n) enthfilt Oi o^ 63 6 j[ . . . als BestandteO. 



§ 67. Schiefe Deterndnaiiten. 
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Wir wollen Formel (4) auf die Determinante 

I Ol' öl 6/ 


D = 


anwenden. Setzen wir 


Öj 

®3 ^ Ö3 bjl 
®4 Ö4 6/ 


Pr« = O, < — Oa a; + ft, bl — b, bl, 

BO wird _ 

= PiaPe* + Pi«P42 + PuPm> 


weil die rechte Seite gleich (1, 2, 3, 4) ist. 

Falls die Determinante (1) seihst Bchiefsymmetrisoh ist, enthalt die 
Formel (4) den Satz, daB das Quadrat eines Pfaffsohen Aggregats sich 
wieder als Pfaffsches Aggregat schreiben lä£t, und zwar mit derselben 
Gliederzahl. 


§ 67. Schiefe Determinanten. 


Wenn man die Hauptelemente einer schiefsymmetrischen Deter- 
minante durch irgendwelche Zahlen ersetzt, so entsteht eine Determi- 
nante, die man als schief bezeichnet. In einer solchen Determinante 

ist also , _ , 

a„= — o,, (r^s). 


Wenn die Hauptelemente einer schiefen Determinante alle gleich x 
sind, so können wir sie in folgender Form schreiben: 



®u + 




D{x) = 

«ai 

®a* + ® • 

®Bn 

= - 0,,) 


®»i 


■ • ®»in + ® 



Nach § 53 ist diese Determmante gleich 

0!» + )Si *"-1 -H iS* -h . . . + iSf«, 


wobei die Summe aller l>-reihigen Hauptminoren in der schiefsymmetri- 
schen Determinante 


bedeutet. 



Ou ®u ■■ 

■ • ®in 


0*1 ®u • < 

• ®a» 


®ni ®na • ■ 

• ®»n 


Da jeder Hauptminor einer schiefsymmetrischen Determinante selbst 
schiefsymmetrisch ist, so verschwinden nach Satz 38 alle 8 mit ungeradem 
Index, wahrend alle jS mit geradem Index Summen von Quadraten sind 
(vgl. Satz 40). 
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Die schiefe Detenninante D[x) reduziert sich also auf . . 

+ jSj a;»“® + Ä* a^“* 4- . . . 

Wenn a;>pist, so wird 

D (± a?) = (± 1)* {a!® + 8x + 8^ as"“* + . . .}. 

Die Klanomer besteht aus lauter nichtnegatiyen Gliedern, und eins yon 
ihnen, nämlich ai®, ist positiy. Wir sehen hieraus, dafi die Gleichung 

,D {x) = 0 

keine yon Null yerschiedene reelle Wurzel haben kann. Die 
Wurzel a; = 0 hat sie nur dann, wenn D = 0 ist. 


§ 68. EontbLnanten. 


Die Kontinuanten sind schiefe Determinanten yon der Form 


Die Elemente 
sind ^eich 1, 



«1 

1 

0 ... 

0 


-1 


1 ... 

0 


0 . 

-1 

»8--- 

0 


0 

0 

0 ... 

asn 


> 0*3> 

• • • J 

Oh-1 

•n 


die Elemente 

0*1» o**» • • •» 1 


l^eich — 1 und die Hauptelemente gleich a^, a^^, . . ., Alle andern 
Elemente sind gleich NulL 

Wenn man die Kontinuante Kn ausrechnet, so ist jedes Glied yon 
ihr das Produkt gewisser a:, yersehen mit dem Koeffizienten 1. 
ln der Tat ist _ 

Kl — Xi, 

Ej = a^ asg -j- 1 

usw. 

Um uns yon der Allgemeingültigkeit des Satzes zu überzeugen, 
entwickeln wir Kn nach der letzten Zeile. Dann erhalten wir 


■S^n = 3S,i ^n—l + 


Xi 10.. 

. 0 0 

— 1 JCj 1 . . 

. 0 0 

0 — la;j.. 

. 0 0 

0 0 0.. 

. -1 1 


§68. Kontmiianten. 
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Entwickeln wir die letzte Determinante (die aus durch Streichung der 

letzten Zeile und vorletzten Spelte entsteht) nach der letzten Spalte, 

so ergibt sich jr ^ ir y v 

•Ä-n = J^—1 -r -O-n— a* 


Diese Formel hätten wir auch direkt gewinnen können, und zwar 
durch Entwickelung von nach der letzten Zeile und letzten Spalte 
(vgl. § 42). 

Wenn J^n— i und Kn—i &us lauter Gliedern mit dem Koeffizienten 1 
l^estehen, so gilt dies wegen der obigen Hekursionsformel auch für 
I^nn haben K-^ und die in Rede stehende Eigenschaft, folglich auch 

-^ai -^i» • • • 

Auf Grund der Rekursionsformel ist es leicht, die Gliederzahl von 
-Kn ZU berechnen. Nennen wir sie 'kf^, so ist offenbar 

K = *n-l + *»-a- 

Ha hi = i^ =. 2 

ist, so folgt 4 . X:, = 3, 

= h^-\- s 8 

■UBW. 

Die Folge hg, h,, . . . oder 1, 2, 3, 5, 8, . . . hat die Eigenschaft, 
daß vom dritten Gliede ab jedes Glied die Summe der beiden vorher- 
^ehenden ist. 

Setzt man wie gewöhnlich 

(o+6r= 

SO wird 

(a + ö)"+i= (a + 6) (o + &)" 

ö*+ • 

.Andererseits ist 

(a + 6)"+i 

Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke für (a + ö)"+^ erkennt man, daß 



ist. 


Wenn man vereinbart, daß 



für k = — i, — 2, 


und für 


Z7=n-|-1, n>|-2,... gleich Null sein soll, so güt diese Formel ganz 
sillgemem. 
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Mit Cg werde mm dieSumme aller bezeichnet, bei denen n a 

ist. Dann folgt aus der obigen Formel 

c« 6a~i ~h a (* = 3). 

Die Folge c^, Cj, C3, . bat also auch die Eigenschaft, daß vom dritten 
ab jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden ist. Da 

so stimmen die Folgen 

Äj, Ä/3, . . . und Cj, C3, 03, . . . 

in ihren beiden ersten Gliedern überein. Daraus folgt aber wegen 
K — hn-x + K-% und c„ = c«_i + c„_a, 
daß sie in allen Gliedern übereinstimmen. Es ist also 

D® Name Kontinuante hat seinen Ursprung in der Besiehung, 
die zwischen diesen Determinanten und den Kettenbrüchen (fractions 
continues) besteht. 

Aus der Rekursionsformel Z„.= Zn_i + Zn-a ergibt sich 




oder, wenn wir 
setzen, 


•^fi— 1 


= «n 


Qn — "4 

Aus demselben Grunde ist aber 




gn~a 
^-1 

= Qn 

i 

Qn—1 

1 ■ ■ 


Qn-l’ 


Da nun 


«. =». +^. 
'«.=#=^=».+4; 

Al ÜSi Xi 



§ 68. Eontmnaaten. 
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Bt, SO folgt aus den obigen Gleichungen 
Kn . 1 


Kn—l 


— Xn 




3Sfi— a ~l” • . ^ 


Ein Kettenbruoh läßt sich also als Quotient von zwei Kontinuanten 
dlarstellen. 

Ersetzen wir ic^, durch Xnt a«— i» •••» ah kehren in 

Br„ und JSr„_i die Reihenfolge der Zeilen und Spalten um, so finden wir, 
daß der Kettenbruch 


gleich dem Quotienten von 


durch 


Bt. 


+^+... 


as^ 10.. 

. 0 

— 1 a;* 1 . . 

. 0 

0 -la^a-- 

. 0 

‘ o 

’ o 

o 

. Xn 

Zt 10.. 

. 0 

— 1 aij 1 .. 

. 0 

0 — la;^ . 

. 0 

0 0 0.. 

• a:» 

ac durch 1, 

so W] 

Kn^K 

• 

minante 

11 0 . 

.. 0 

-1 1 1 . 

.. 0 

0-11. 

.. 0 

0 0 0. 

.. 1 


len Wert kn 
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Zehntes Kapitel. 

Orthogonale Determinanten. 


§ 69. Deflnltloii. 

Die Determinante 

«u »1» • • ■ «1« 
®8a • • • ®*n 

®ita • • • 


heifit orthogonal, wenn das Produkt von zwei versohiedenen Spalten 
gleich Null, das Produkt jeder Spalte mit sich selbst aher gleich 1 ist 
(vgl. §30)*). 

Es gelten also bei einer orthogonalen Determinante die Relationen 


und 


Setzt man 


®ir + ®sr ®a8 + • • • + ®»r ^8 =0 (»■ : 

%r «ir + «ar «8f + • • • + “nr = 1 • 

ya = ®ai^ + öjaaJa+... + » 


«) 


y« — + ö»8 ®i + • • • + ^ 

und fordert, daß für alle Werte der x 

y^ + y* + ••• + yn = «1 + *1+ ... + aii 
sein soll, so findet man gerade die eben angegebenen Relationen. Sie 
lassen sich also in der einen Gleichung JS y® = JS x^ miH flTnmflnfflpftAT) , 

Multipliziert man A mit sich selbst, und zwar nach Spalten, so er- 
gibt sich auf Grund dieser Relationen 

1 1 ... 0 
01.. .0 

0 0 ... 1 

Daraus folgt 

Satz 42. Eine orthogonale Determinante ist entweder 
gleich 1 oder gleich — 1. 


*) Die Klemente Ora setzen 'wir als reell 'vontiUB. 



§ 71. Produkt von zwei orthogonalen Determinanteu. 
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§ 70. Die Reziproke einer orthogoniden Determinante. 

Löst man die Gleiohungen 

®ii “1“ "t“ • • • “h ®ni » 

4" 4“ • • ■ 4~.®»a ^ = ^a > 


«hn ®1 4- »an asa 4- • • • 4- Onn !C» = &n 
nach der Gr am er sehen Regel auf (vgl. § 22), so ergibt sich*) 


Xr = 


^ri 4" -^ra 4" ■ • • 4" -4, 


(r=l, 2, ..., n). 


Für den Fall , daß &s = 1 ist und alle anderen b gleich Null , hat 
man also a a a 

_ -^18 „ -^as -^na 

Aus § 69 ist aber zu entnehmen, daß in diesem Falle die Gleiohungen 
durch 

— ®ia » * 2 — ®as j •••! ^ — ®B8 

befriedigt werden. Da es nur eine Lösung gibt, so folgt 

Äfg 


^8 


Ä 


Satz 43. In einer orthogonalen Determinante, die den 
Wert 1 hat, ist jedes Element gleich seinem algebraischen 
Komplement. In einer orthogonalen Determinante mit dem 
Wert — 1 sind die Elemente und ihre algebraischen Komple- 
mente entgegengesetzt gleich. 

Mit Hilfe der Relationen cif, = Ar , : A erkennt man, daß in einer 
orthogonalen Determinante das Produkt von zwei verschiedenen Zeilen 
gleich Null und das Produkt eiuer Zeile mit sich selbst gleich 1 ist. Man 
hat in der Tat 


®!8l 4“ ®ra ®»a 4“ • * • 4“ ®rn ®an 


-^81 4~ ^a -^aa 4~ • • • 4~ -^an 
A 


Der ZShler dieses Bruches ist aber gleich Null oder gleich A, je nachdem 
r^e oder r — s. 

Satz 44. Eine orthogonale Determinante bleibt ortho- 
gonal, wenn man sie um die Hauptdiagonale herumklappt. 


§ 71. Produkt von zwei orthogonalen Determinanten. 

Satz 45. Das Produkt von zwei orthogonalen Determinanten 
ist wieder eine orthogonale Determinante. 

*) Ara ist das algebraische Komplement von Of« in A . 

Kowalawakl, Detenoinanten. 10 
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2iehntes EapiteL Orthogonale Determinanten. 


Multipliziert man die beiden orthogonalen Determinanten 


«u ®is • ■ 

■ %fi 


^1* • 

■ ^in 

®ai ■ 

• ®*n 

und 

^ai ^aa • 

* ^an 

^»»1 • 

• ®n« 


^«1 ^na ■ 

• ^nn 


nach Zeilen, so entsteht eine Determinante 

6ii Cia . . . Cm 
Cgl • Cgn 


I • ®ftii I 

in welcher 

+ • • • + ®rn ^an 

ist. 

Danach wird 

^ra ~ " 

Summiert man über die Werte r — 1, 2, . . ., so ergibt sich, da 

Ofii = 0 ^ v) , Orn <hfi ~ 1 

. *■ 
ist, 

^ ^ra Cr< ” ^ ^aft ^tfi • 
r ft 

Man hat also 

Cf 5 = 0 (® 0 f Cf j Cf g =s 1 , 

weil 

^ ^afi btfi=0 (a ^ i) , ^ bgfi 6g^ = 1 . 

M /* 

§ 72. Sfttze Ton Brioschi und Siaecl. 

Die Sfttze yon Brioschi beziehen sich auf die Gleiohung 



^11 ”1" a» 

®ia • 

• «in 


«Bl «ha + 35 . 

®an 


a»n 

Ona • 



unter der Voraussetzung, daß i? (0) = ^ eine orthogonale Determinante ist. 
Multipliziert man D (x) mit 



Oll 35 a^j, 

®in 

D(—X):= 

fljj dga ” a' ,• 

• «an 


<*na 

■ ~ as 
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§ 72. Sätae von Brioaohi und SiacoL ’ 
und zwar nach Zeilen, so ergibt sieh (vgl. Satz 44) 

1-«*, (Oai {oni-fli«)® 


D {x) D{— x) = 


(®ia ®ai) 1 • • *1 (^* ® 2 n) ® 


Kn — Oni)®, (a*n-flna)a?, •••, 1 - ®* 

Hieraus folgt für a;^0 


D{x)D{— x) = aS^ 


oder, wenn man 

und 

setzt, 


— — — Oij, 

X 


aj2 — «n , — ®, 

X 


®ni — <hn 
®»a ®in 


®in ®n8: 


X=Z 

X 


1 

a; 

X 


Off — Ofg — ßr 


D {x) D (— x) 




Da 



ßll + * 

ßn . 

• • ßin 

g) ^ 

ßai 

A« + * • 

• .• ßin 


ßni 

ßnt 

• • ßnn + * 


y9r.= -Är. 

SO könnea wnr uns auf § 67 stützen. Dort saheioi, wir, da£ die Gleichung 
I ßn 4“ ^ ß^ • • • ßln 

ßu. ■ ßiZ + ßin. 


= 0 


ßnl ßm •■‘•ßnn~\~^\ 
außer etwa z = 0 keine reelle Wurzel haben kann. 

Daraus folgt, daß die Gleichung 

D (a;) = 0 

keine reelle Wurzel zuläßt, die von 1 und —1 verschieden ist. 

Schreibt man D (x) in der Form 

J} (x) = af* -f- /8i -j- ... jS„, 

so ist, wie wir wissen , Sjt die Summe der ^reihigen Hauptminoren von A. 

10 * 
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Nach Satz 43 wird aber z. B. 



«u Ol, . . 

. Olk 


A Oji A ctj2 • 

. . A Oxfe 


All Aja • 

• • Aijs 

Afc 

®21 ■ ‘ 

. (hk 

= 

A A ctg^ . > 

‘ ■ Aogfi 


■^21 • 

- ■ -^afc 


®fca • ■ 



A Oftx A a^a . , 

• • A aj.h 


-^kt • 

• • -dfcfc 


Unter Anwendung yon Satz 28 in § 38 ergibt sich also 



Ojl «u ■ 

. <hk 


flfc+i.jt+i flfc+i, fc+a • 

■ Olk+l.n 

A* 

«ai . 

• ®aft 


«Ä+a.fc+i «Ä+a.fc+a • 

■ Ofc+a.n 


«Jii • 

• Ofcfc 


fln.Ä+i Oti.fc+a 

• On» 


oder, da A = ± 1 , 


®ia • 

• <hk 


fltfc+i.fc+i flfc+i.fc+a • 

• «fc+l.n 

®aa • 

• (hk 

= ± 

Ofc+a.Ä+i öfc+a,Ä+8 • 

• ®Jle+a,n 


• öfc» 



• dnn 


Ähnliohes gilt für jeden Minor einer orthogonalen Determinante. 

Jeder Minor einer orthogonalen Determinante A ist gleich 
seinem algebraischen Komplement, multipliziert mit A. 

Die Summe der X^-reihigen Hauptminoren ist hiernach ^eich der 
mit A multiplizierten Summe der (n — h)-reihigen Hauptminoren, oder 
in Formeln: 

Äffc = ±Än-». (A = ±l). 

Man sieht hieraus , da£ in der Gleichung J)(z) = 0 gleich weit von 
den Enden entfernte Koeffizienten gleich oder entgegengesetzt gleich sind, 
je nachdem A gleich 1 oder — 1 ist. 

Dies laßt sich auch auf folgendem Wege erkennen. Man multipliziert 
D (x) mit A , und zwar nach Zeilen. Dabei ergibt sich 




1 + «u » 

flia® .. 

. Oina; 

(1) 

A D (a;) = 

Oax® 

1 H” <*aa ® • • 




Oni® 

a»ia® 

. . 1 + a„n a: 


und D (a;) = 0 ist also eine reziproke Gleichung. 


Wenn n ungerade ist und man setzt 

x= —A, 

so wird, da A = ± 1 , 

1 

— = — A und =s —A. 

X 



§ 72. Sfttze von Briosohi und Siaooi. 
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Die Identität (1) liefert dann 

also 

D(-il) = 0. 

Bei ungeradem n hat demnach die Gleichung 2>(a;) == 0 die 
Wurzel x = — A. 

Wenn n gerade ist und ^ — 1 , so hat D (») = 0 die Wurzeln 

aj = -|- 1 und x = — i. Im Falle A = —i liefert närnüch die Identität 
(1) bei geradem n 

i) (± 1) = 0. 

Der Satz, daß B{x) = 0 eine reziproke Gleichung ist, steckt als 
Spezialfall in einem Theorem von Siacci. Der eine Teil dieses Theorems 
lautet so: 


flu ®12 ■ ■ 

■ ®in 


^la ■ 

■öl« 

Oai • 

• «an 

und 

&ai ^aa • 

• &an 

®ni • 

• Onn 


^ni ^na • 

• Kn 


seien zwei orthogonale Determinanten, die denselben Wert 
(+ 1 oder —1) haben. Dann ist 


Xi Oll -f- /4i öu, Xj, Oia + /4j 6u> • • 

) K %B "H /<B ^in 

®ai H" ^ai> ^ ®M ~1“ /*a ^aa» •• 

1 Xb Ösb H” f*n Kn 

Xi flni + /4i Öbu Xj OBa H“ l*tKti • • 

> Xb UbB “i" /^B ^BB 

gleich 


®u + ^ ^u> ^*a ®ia + Xj &xat • • 

7 ®1B “h ^ ^IB 

®ai + ^ ^aij A<a ®a8 + ^ ^aa> • • 

<pl/4,A) = 

7 f*n <*aB H“ Xb &aB 

®ni + ^ ^BU ^ ®Ba 4" ^a ^na» ^ • 

7 A*b Öbb “I" Xb &bb 


Multipliziert man g? (X, /u) mit 

^11 • ^1» 
^«1 • • • ^tn 


^nl ^na • ■ • 

und zwar nach Spalten, so ergibt sich 

Xj Cj^ H“ jUi , Xj^ Cu ) • • • j Xi Cjn 

X% 0^ Xg Xj C%n 


Xn Cfti Xfl • • • » X„ Cfm -f“ /4b 


± 9> (^, f*) = 
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— ®lr ^1» “h Oer ^ie H~ ■ • • H“ ^na • 
Multipliziert man gf{ii,k) mit 



ÖJl 

o« . 

• ®in 



• ®afi 

Oni 

flna • 

• ®nn 


und zwar wieder nach Spalten, so findet ma Ti 



Cji -|- ^1, Cji, 


± go Om, 1) = 

®ia ^ ®aa ”h A*a> • 

• *1 ^ ^a 


^ ®in lnOa»i 

• • ? ln ®nn “i“ 


Hieraus folgt durch Ent'wlckelung nach den (i: 

g> (1, ;*) = 1). 


Der andre Teil des Theorems von Siacoi lautet: 

Haben die orthogonalen Determinanten, aus denen 99 ( 1 , 
und 9) (//,!) gebildet sind, entgegengesetzte Werte, so besteht 

die Identität „ . , ,v 

g[»(l, ^)= — 1). 


Wenn wir aus den beiden orthogonalen Determinanten 


A = 

flu flia • 
flai flaa • 

• ■ flin 

• • flan 

Und 

1 0 . 

0 1 . 

• 0 0 


flni flna • 

• • flnn 


0 

0 

. 1 


die Determinante 


l®u + 

X Alt) 

., Ir'flin 

1 flai» 

1 ®aa A*a> • 

'1 1 flan 

1 flnii 

1 fl>ia> 

. • , 1 Onn “h f*n 


zusammensetzen, so ist sie nach dem Theorem von Siaoci gleich 



A*a flia? • 

.•i iflnflin 

A 

fl^» ^aflaaH“!?* 

• ‘ ^ n 


flnii l*t flna> • 

’ • ) ^n flnn “f" 1 


§ 72. Sfttze von Brioschi tmd Siacd. 


1 gjÄ, ju) 
besteht 


Loh 


oder gleich 




Wir wollen nun annehmen, daB 


®11 + “ 

®2U 

j flia» 

• 1 ®in 

aM + — 

®an 


dnaj 

•> ®nn + 


A 


ist. Dann ergibt sich, wenn wir noch A = 1 setzen, 


®ii + A*u 

®ia» 

®in 

®aij 

®aa + A^a» • 

• » ®an 

Owi, 

®Ba» 

• 1 ®nn~f" 




®iai 


®ai> ®*a + 


1 


®nii 




Hierin liegt folgender Satz von Siacci: 

Addiert man zu den Hauptelementen einer orth 
Determinante Zahlen, deren Produkt gleich der orth 
Determinante ist (also gleich +1 bzw. —1), so bleibt 
Determinante ungeändert, wenn jede von diesen Zah! 
ihren reziproken Wert ersetzt wird. 

Schließlich beweisen wir noch ein Theorem über die Deten 
die aus der orthogonalen Determinante 


Ä = 


Ojl 

flia ■ 

•• «in 

Oai 


• • ®2n 

®Bi ®»ia • ' 

> • ®nn 


dadurch entsteht, daß man zu den Hauptelementen 1 addiert 
proke Determinante von 



H" 

®ia» 

• » ®ifl 

SI = 

®ai> ®. 

a + !>• 

• 1 ®an 


®nlj 

®*iaj 

■5®»n+l- 


sei 


...STin 

SU • • • 


Slni Sin« ... Sinn 
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Der zu beweisende Satz bezieht sieh gerade auf die Elemente 
äser Determinante. 

%.r entsteht aus der Determinante 



A 2 <*u , 

■ ^ <*ln 

Al <* 21 , 

^*99 + 

■ • j ^ ®9« 


^9 ®^9> 



iem man Ar = 0 und alle anderen A g^eioh 1 setzt^ ebenso alle ^ gleich 1. 
Die obige Determinante ist aber, wie wir wissen, gleich 



+ 

A^9 ^19> 

• • » A^n ®lfi 

A 

®9H 

A*a ®S9 “h • 

• • 1 Hn ®9n 



A^9^9» • 

• • 1 A^ dttn ”1“ ^ 


Setzt man hier Ar = 0 und alle übrigen A sowie alle fi gleich 1, so 
!it die Determinante offenbar in 

9r-9Irr 

er; denn sie unterscheidet sich von IS nur dadurch, daß Orr an die 
slle von Orr + 1 getreten ist. 

Wir haben also die Gleichung 

%r=Am-%r) 

3r, da .4* = 1 ist, 
h. 

{i + A)%r=^- 


Wenn man in der Determinante 



Ö 12 . 

..öl« 

^91 

Ö 99 . 

.. 02 « 

^i»l 

Ön9 • 

. . ö«» 


= 6sa = 0 (r^a) und alle übrigen Hauptelemente gleich 1 macht, 
ner 6rs =bgr — i und alle andern Elemente außerhalb der Haupt- 
gonale gleich Null, so entsteht eine orthogonale Determinante mit 
n Wert — 1. . 

Wir wollen jetzt in 

Al <*11 “h ^11 J A2 <*ia + ^9» • • • » ^ %n ~f" ßn ^in 

Al <*21 + ^1 691, A2 <*22 ^as> • ••? ^9fi 


gt)(A,^) = 


^ Ag <Xh 2-|~ A^9 ^n9i • ■ «j An <*»» + A*n ^fi 


§ 72. Sätze von Brioschi und Siaoci. 
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X« ~ 0 und ^ = 0 setzen, alle andern X, fi aber ^eiob 1. Dann geht 
g> {X, (i) in illr, über. Nun ist aber nach dem Theorem von Siacoi 

Äg>{X,(i)= ~gp(/z,X). 

Bei g) {fl j X) stehen in der r*“ Spalte lauter Nullen und nur an der a*“ 
Stelle eine 1. In der a*™ Spalte stehen die Glieder 


%8» ®i8j • • • > Unt • 


In den übrigen Spalten hat g> ifi,X) dieselben Glieder wie Daraus 
ergibt sich 

g) {fi, X) — 

und man hat daher 


Addiert man zu den Hauptelementen einer orthogonalen 
Determinante Ä die Einheit, so entsteht eine Determinante 
deren Reziproke im Falle Ä = i schief und im Falle A= — i 
symmetrisch ist. 

Im Falle A — i sind die Hauptelemente der reziproken Determinante 
alle gleich ^ Das ergibt sich aus der Formel (1 + A) iS(,r = 31. 

Nach Satz 28 in § 38 ist 


%r 

%,r 


TS 


wobei %.a den Minor von 31 bezeichnet, der aus 31 durch Streichung der 

rs 

Zeilen und Spalten mit den Indizes r, a entsteht. Aus der obigen Gleichung 
folgt wegen 31#,= — ^34» . 

r8 

oder nach MultiplikatloiL mit (1 

t* + .1(1 + 4)« 9t?, = 9t(l + .1)*9I„ , 

rs 

d. b. 

.1(1 + A}‘ 9t?. = 9t{(l + A)‘ 9t. - 9t}. 

ra 

Im Falle A = i hat man also 


23Lr=9I, 

431?. = 31(434.-31}. 


Wenn nun 31=0 ist, so sind auch alle (» -- l)-reihigen 
Minoren von 31 gleich Null. 


154 


Zehntes Eapitel. Orthogonale Determinanten. 


§ 73. Die Cayleyseben Formeln. 

2wisolien den Elementen einer orthogonalen Determinante 



Oll (hi - 

. <Zin 

A = 

0*2 • 

• Osn 


o»ii • 

• Onn 


bestehen der Definition gemäB die Relationen 


Ihre Anzahl ist 


®lr ®18 "H ®2r H“ ®Br ®n« — 0 ^ i 

®lr ®lr + ®ar ®ar + • • • + = !• 

n(n — i) , ^ n(n + l) 

2 — + " —■ 


Wenn n* Veränderliche Relationen unterworfen sind, so 

kann man vermuten, daß 

n[n-\-i) _n{n-i) 

2 ” 2 

Veränderliohe unabhängig sind. 

ln der Tat wird sich herausstellen, daß die Elemente einer n-reihigen 
orthogonalen Determinante sioh als Funktionen von (» — 1) Para- 
metern, und zwar als rationale Funktionen, darstellen lassen. 

Wir wollen annehmen, daß Al = 1 ist, und die in § 72 betrachtete 
Determinante 



On H“ 1 Ol* 

• <hn 


0*1 022 + 1 . 

O2B 


Oni 0),2 

• Onn “H 1 


bilden. 

Aus § 72 läßt sioh entnehmen, daß die zu % reziproke Determinante 





91 = 

31*1 3t22 . 



3tnl3r„2.. 


schief ist und alle ihre Hauptelemente gleich 
abo die Relationen 

%s=-%r 


%r 


Demnach gibt es in itl nur 


^n{» - 1) + 1 


verschiedene Elemente. 


§ 73. Die Cayleyschen Formeln. 
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Nach § 37 ist nun %= 31"— 

und für die algebraischen Komplemente itlrs üi 31 gelten die 

Gleichungen _ 

^ 5„ = 3l"-“a„ (r^a), 

?[rr = 3r"-a (a,, + l). 


Daraus folgt, wenn 31 von Null verschieden ist, 

%> / ^ V 

Of.= jP=r 


oder 

( 1 ) 



%r 

3I»-2 




3t 


Hiermit sind die Elemente der orthogonalen Determinante rational 
außgedrückt durch die ■J-n(n — 1) 1 Zahlen 


% %z. • 


Dividieren wir die Brüche 




31 


und 


•> ^ini 
• > ^n» 


3lji — 1, n- 

3t 


im Zfihler und Nenner durch 3t", so ergeben sich für die Elemente von Ä 
rationale Ausdrücke in / ^ ^ ^ 

"1"’ T’ ■’ 


( 2 ) 


3t«, 3t,« 

31 ’ 3t 


3t« — i,n 
3t ' 

V 

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Determinante A, deren Elemente 
durch die Gleichungen (1) bestimmt sind, stets orthogonal ist und den 
Wert 1 hat, wie man auch die ^n{n — 1) Parameter (2) wählen ma^ 
Wir gehen also jetzt von einer beliebigen schiefen Determinante 3t 
aus, deren Hauptelemente alle gleich und von Null verschieden sind*). 

*) TTimn g AmmnHA.m flTi Wart wBfiTifln Tyir 3[. Naoh § 67 kaiuL nicht gleich 
Null sein. 


1 
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Aus den Formeln ( 1 ) berechnen mr die Elemente yon Ä und wollen be- 
weisen, daB A orthogonal und gleich 1 ist. 

a;,, seien n Veränderliche. Zu ihnen mögen die Ver- 
änderlichen in folgender Beziehung stehen: 


( 3 ) 


Gleichungen 

( 4 ) 


t/i — 3 [u. *1 -f- ittig a;g . 

•+ 3 tin*,„ 

ya = 3 taia:i-|- 9 rga»a + .. 


. yn = 3 lni ah + 3 li»i ®a + . . 

• + 3 ln„a:„. 

1 Zx) Zn seien mit 

ahj asg, . 

f Zi = tSiiah “ 1 “ 3 IgiflJg + . . • 

+ 31 »! Xny 

1 *a = + 3122*2 + • • • 

+ 3 ln 2 a:n, 

[ 2 n= 31 i„*i + 2 tan *2 + .. 

“ 1 “ 3 lnn aSn 


Xn durch die 


verbimden. 

Die sind die Elemente von ÜL Es ist also 

= und %.s=-%,r ir^s). 

Daraus folgt 

( 5 ) + «1 == SUxi, yg + zg = giag, . . + z« == 

Löst man die Gleichungen ( 3 ) und ( 4 ) nach der Gr am ersehen Hegel auf, 

+ • • • + 31,1 a^fn 


so ergibt sich 

( 3 ) 


und 

( 4 ) 


[ StiBn = + 9 l,nya + . . . + %»„!/„ 

ä®i= %1«1 rf- 5 u»a + -'-+ 

3t®g = 3CgiZi “h 

3Ia!n = 3Ini*i+ 3IngZg+. . .-1- 


Unter Beachtung von ( 1 ) und ( 5 ) lassen sich die Systeme ( 3 ) und ( 4 ) 
auch so schreiben: 


(30 


und 

(40 


'«i = ^yi + oziyi+. 

• ~t“ ®m y» j 

«a=aiayi + ö«aya+- 

•+anayfi, 

> = ainyi + aanyi + - 

■+a»inyn 

[ yi= au*i + öu«a + -- 

■“f" ®ln®n> 

1 y*= aai«iH-a 2 a«a+.- 

•+ ®2n*n> 


yn = «nl«! + Ofiaa» + • . . + anfi«n- 
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Setzt man die Werte y„, wie sie duroh die Gleichungen 

(4') geliefert werden, in (3') ein, so kommt 

Zg = ^] o>raißri % + ®r2 “f“ • • • "f" ®rn (® = 2, . . . , n). 

r 

Da man den z beliebige Werte beilegen darf (weil sich die Gleichungen 
(4) nach den x auflösen lassen), so folgt hieraus 

Ctf j öf i = 0 Ctfg Ofg = 1 . 

r r 

Die Determinante A ist also orthogonal. 

Um zu beweisen, daß Ä den Wert 1 hat, multipliziere man 

91 


Ä = 


mit 


-1 


_9I 

1 ’ 

9llni 
% ’ 


91 = 


9t9tu 


9t9ti„ 

M ’ 

* “ • 7 

9C 

t ’ 

• • • J 

9t9lB„ 

9t 



. . 5tl„„ 

9t ’ 

• • / 1 

' 9t 

91^9^.. 

9ti« 


51*1 

9t»„ 

7 

9l„i9l„*.. 

•kn 



etwa nach Zeilen. Dann ergibt sioh*) 


9I^9t«,...9Ian 


= 9t 


.491 = 

9rni9l,....9ln 
Daraus ist zn ersehen, daß A den Wert 1 hat. 

§ 74. Zweireihige und drelrelliige orthogonale Determinanten. 

Um die Elemente einer zweireihigen orthogonalen Determinante vom 
Werte 1 zu finden, gehen wir nach § 73 von einer zweireihigen schiefen 
Determinante mit Reichen Hauptelementen aus: 

' X fl 
\-fi X 

Die reziproke Determinante lautet 

X fl 
— fl X 


*) Mui bedenke, daß SCrr=i® 9lr« = — 9t*r iet (rs»). 
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Die Formelii (1) in § 73 liefern dann: 


au= — 1 




8 > 


2XtJ, 


aju= — 1 4 


21» 




oder 


®u 




8 ’ 


«18 = 


21/i 


21/i 
1 * + /«“’ 


®ia 


l» + /i» ’ 
l*-/t“ 


Dividieren wir Zähler und Nenner durch 1» und setzen l//i = so 


ergibt sich 


«u 


1-i» 

1 + i« ’ 


«18 = 


2t 

l + <> ’ 


- _ 2 « 

““ “ 1 + i8 > ®«» - 1 _|_ f 8 • 

In dieser Form lassen sich aber nur solche orthogonale Determinanten 
vom Werte 1 darstellen, bei welchen 


21 = 


OU + 1 «18 

«81 « 88+1 

von Null ver8o|ueden ist. Z. B. läßt sich die orthogonale Determinante 

-1 0 
0 -1 

nicht so schreiben. Man findet sie aber, wenn man t über alle Grenzen 
wachsen läßt. 

Dies ist übrigens die einzige Determinante, die hier eine Ausnahme 
macht. Soll die orthogonale Determinante 

«U «18 
«81 «88 

gleich 1 sein und die Eigenschaft 21 = 0 besitzen, so hat man 

« 11 + « 88 = “ 2 . 

Nun ist aber 

(«ii + «88)*+(«i8-«ai)* = 4. 

wen fl^i + fl^a = «ii + «la = 1 

imd «u«8a — «ia<^= 



§ 74. Zweireihige und dreireihige orthogonale Determinanten. 169 

Also folgt Ou = a^, 

mithto. Oll = Ojj = — 1 

und ajj| = a|i=0. 

Eine drdreihige orthogonale Determinante gewinnen wir, wenn wir 
von der schiefen Determmante 
_ X n V 

91= —fx X Q = A (1,* + /i* + V* + ^*) 

— V —q X 

ausgehen. Ihre Reziproke lautet 

1 .* + ^“, (XX — VQ, (xq + Xv 
—IxX — vq, Xq — fxv 

ixq — Xv, —Xq — (xv, X^-^/x* 

Die Formeln (1) in § 73 liefern 

2(X« + g») 


Oii = - 1 


+ + + ’ 
2{fxX — vq) 

+ iU* + V* + ’ 

2(jMg + 

~ + ^» + V* + ’ 

2{ixX-\-vq) 

“ X*-{-lx^ + V*-\-q*' 

2{X^ + r*) 


022 — 1 


+ + + ^ 


a > 


2{Xq — ixy) 

“““ i*+f**+»*+«' ’ 

_ 2(jxq — Xv) 

” ;i* + iu* + V* + ’ 


«81 = 


2(l.g + 


+ f** + V* + 9 


a » 


2(X' + fi') 

“““ + + + ■ 


Setzen wir 


--8 
T".*’ X“* 


X ’ 
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so lautet die dreireihige orthogonale Determinante: 


1 + r* — a* — f* 

2(f — ra) 

2(« + r0 

1 + r* + a* + f* ’ 

1 + r* + aa 4- ’ 

1 4- r» + a* + t* 

— 2(i + ra) 

1 _|_ a» _ fS _ 

2(r — at) 

1 + r* + a" + ’ 

1 4- r* H- a* + ’ 

1 4- r® 4- a* + t* 

— 2(a — rt) 

— 2(r 4- sf) 

1 4- ia _ ys _ js 


1 + r* + a» + f * ’ 1 + r» + a* + ’ 1 + r« + a» + f» 


Auch hier sind wieder diejenigen orthogonalen Determinanten aus- 
geschlossen, bei welchen 

^*aa “f* ^ > ®S8 I ® 

®3Ä > ®88 + 1- 


9t = 


® S 1 > 
®8U 

ist, also z. B. die folgende: 


-1 

0 

0 


0 

-1 

0 


Elftes Kapitel. 

Resultanten und DiskrimJnanten. 

§ 75. Bln&re Formen Grades. 

Eine binSre Form Gfades ist ein Ausdruck von folgender Gestalt: 

(1) Oofl?» + + 0,0!"-*^*+ .. . + Ony». 

Eine binäre Form ersten Grades 

nennt man auch eine lineare und eine binäre Form zweiten Grades 

»0®* + 

eine quadratische Form. 

Wirnehmenimmer an, daß die Koeffizienten der Form(l) nicht 
alle gleich Null sind. Wennwiralsovoneiner binären Form Grades 
reden, so meinen wir einen Ausdruck (1), in welchem nicht alle Koeffizienten 
verschwinden*). 


*) Die Koeffizienten behraohten wir als komplexe Zahlen. 




§ 76. Binäre Formen ntaa Grades. 
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Aus der Algebra setzen w folgenden Satz als bekannt voraus, den 
man den Fundamentalsatz der Algebra nennt. 

Fine binäre Form Grades läßt sieb als Produkt von 
n Linearformen darstellen: 

aoJB" + y + ... 4- 

= (oia; 4- ß^y) (a*® 4- ß^y) 4- ... 4- (ä*® 4- ß^y) . 

Diese Linearformen sind durch die Form (1) völlig bestimmt. Dabei 
muß man aber zwei Linearformen, die sich nur um einen konstanten Faktor 
unterscheiden, als nicht verschieden betrachten. Zwei Linearformen 

otx-\-ßy und yx-\-dy 
gelten also nur dann als verschieden, wenn 


ist. 


V 


ß 

d 


4=0 


Daß (1) sich wirklich nur auf eine Weise in Linearformen zer- 
legen läßt, erkennt man sofort. 

Ist nämlich 


f («1® 4- ß^y) («,® 4- ß^y) . . . («„® 4- ßnV) 

{»[z 4- ßiy) («a« + ßky) + ßky ) , 


BO folgt, daß für 


z=—ßi, y = (xl 


die linke Seite versohwiuden muß. Es muß daher ein Faktor, z. B. 

für x = — ßiy y= ot{ gleich Null sein, d. h. es muß die Gleichung 

»ißi—oh.ßi=0 
gelten. Sie sagt aber aus, daß 

(xiz-\-ßiy und 0 (^z-]rßry 
nicht w^entlich verschieden sind. 

Wählen wir «i' , so, daß 

\o^ßi 


OC^ßi 


4=0 


ist*), so wird, wenn wir 

z = —ßi 4- Bßü , y = oi[ — ß«i" (ß^O) 

setzen, 

, o(i ßl 

otiZ-\- ßiy — B ^ ß» 


*) Das ist mö^ch, weil ßi nioifai beide Null sind, 

Kotraleirikl, DetamlnaBtBii. 


11 



162 


Elfi»s EapiteL Besnltauten und DiakriTniaanten. 


Dividieren wir nun in (2), sooft es geht, rechts und links durch s und 
lassen dann a nach Null konvergieren, so muß auf wenigstens einer Seite 
ein von Null verschiedener Grenzwert herauskommen*), also auch auf der 
anderen Seite. Dies bedeutet aber, daß otlx ßiy links und rechts gleich 
oft als Faktor vorkommt. Dasselbe gilt von oclx-\- ß^y usw. 


§ 76. Besultante von zwei blnftren Eormen. 

Wir betrachten zwei binäre Formen vom m*“ bzw. n*“ Grade: 

/(«, y) = Oo»” + + • • ■ + Oml/" . 

gix, y) = öos?» + y + • ■ • + • 

Jede denken wir uns in ihre Linearfaktoren zerlegt. Es kann sein, daß 
ein gewisser Linearfaktor ocx ßy hei beiden Formen vorkommt. Dies 
ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn sich x,y (4= 0, 0) so wählen 
lassen, daß 

(1) /(*, y) = 0 und g(x, y) = 0 

wird. 

Wir stellen nun die Frage; 

Wann haben die beiden Formen / und g einen gemeinsamen 
Linearfaktor ? 

X und y mögen sich so wählen lassen, daß die Gleichungen (1) be- 
stehen, ohne daß x und y beide verschwinden. Dann gelten für dieses 
Werteystem ®, y auch die Gleichungen 

0 = af^~^ f = aQa;“+"— 1 -f- . . . + , 

0 = = 0^01^+'^— ^y . . . + > 


0= y"-^/= 

0 =: af^—^g = 000^*+"— 1 -j- . . . 4- y" , 

0 = 0 ^"-* yg = y + ■ • • + 6«*”““ y»+i , 

0 = y»-iy = öoaJ"y"“^ + . . . + . 

Sie bilden ein System von m-\-n linearen homogenen Gleichungen , das 
die Lösung . yn+n—i 

zuläßt. Die Lösung besteht, da a;, y nicht beide verschwinden, nicht 
aus , lauter Nullen. Nach Satz 20 in § 26 muß daher die Determinante 
des Systems gleich Null sein. 

*) Es ist nimlich lim (rt» + |ffy) =a . 


§ 76. Besnltante von zvrei binflren Formen. 
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/ und g haben also nur dann einen Linearfaktor gemein, wenn die 
Determinante 


( 2 ) 


®D <h • 

■ ®>»+n— 1 

0 Oo . 

■ — 2 

0 0 . 

• Om 

6o • 

• 1 

0 öo .• 

^m-|-n — 1 

o 

o 

.. bn 


und 




dm+n — 1 
1 


^n+1» öfi+a» •• 
gleich Null zu setzen. 

Die Determinante (2) nennt man die Resultante von / und g. 
Die Resultante einer quadratischen Form 

a^x'^ + a^xy + 

und einer Linearform ... 

Oo® 4- oxV 


lautet hiernach 


oo Ol Ol 

&Q 6]^ 0 , 

0 6q Öj 


die Resultante der beiden quadratischen Formen 


wird 


00 »* + Oisey + Ojy» und öo®“ + 

ao Ol fl* 0 
0 Oo % Oj 
^0 ^ 

0 Öq 6i 6» 


Wir wollen jetzt zeigen, daß / und g einen Linearfaktor gemein haben, 
sobald die Resiiltante yerschwindet. 

Wenn die Determinante (2) ^mch Null ist, so besteht (vgl. § 24) 
zwischen ihren Zeilen eine lineare Rdation. Nun sind aber diese Zeilen 
nichts anderes als die Koeffizientensysteme der Formen 

af^^^yg, y"“^y. 

£s lassen sich also m -|- n Zahlen 

1 ^ 0 ) ^ 1 ) ' * *1 ^ 0 ) * ' *) 

finden, die nicht alle Null sind und für alle Werte der a;, y Gleichung 

,,, / (.io®"“' + + • • • + 4.-1 

\= + »i«'-* »+■••+ 4.-1 

erfüllen. 11* 
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Wären alle A gleich. Null, so müßten auch alle B yerechwinden. Sonst 
könnten wir a;, ^ so wählen, daß die rechte Seite ungleich Null ist*). 
Es sind also weder alle A noch alle B gleich Null. 

Denken wir uns die Formen 

F = + . . . + 

ind 

Q = y + . . . + 5„_i 

n ihre Linearfaktoren zerlegt, ebenso / und g. Dann muß jeder Linear- 
aktor, der auf der linken Seite von (3) jj-mal vorkommt, auch auf der 
•echten Seite 27 -mal yorkommen. Unter den Linearfaktoren yon / gibt es 
lun sicher einen, der in F weniger oft als in / auftritt; denn der Grad 
ron F ist niedriger als der yon /. Dieser Linearfaktor muß also in g yor- 
commen. Er ist ein gemeinsamer Faktor yon / und g. 

§ 77. / und g haben mehreTe gemeinsame Linearfaktoren. 

/ und g mögen mehr als einen, etwa k -{- 1 gemeinsame Linearfaktoren 
laben. • 

g sei das Produkt yon h dieser Faktoren. Dann sind 
i=/ und 

linäre Formen yom («i — k)*“ bzw. (n — h)*“ Grade, die noch einen ge- 
neinsamen Linearfaktor besitzen. 

Es besteht daher nach § 76 zwischen den Formen**) 

>ine lineare Relation, folglich auch zwischen den Formen 

Das bedeutet aber folgendes: Streicht man in der Resultante yon / 
ihd g yon den n ersten Zeilen die k ersten, ebenso yon den m letzten Zeilen 
Ue k ersten, und außerdem die k ersten Spalten, so entsteht eine Matrix, 
leren Rang kleiner als m n — 2k ist, d. h. kleiner als die Anzahl ihrer 
teilen. 

Umgekehrt folgt, wenn dies der Fall ist, daß zwischen den Formen (1) 
line lineare Relation besteht. Die m-\-n — 2k Zahlen 

■^0> -^iJ • • •) — fe — Ij -^o» •••» -^n—- Ä — 1 

*) Das folgt am dem obeneTVfthnten Fnadamentslmtz. 

**) d. h. zwiaohen den EoefEizientensTBtemen der Formen. 
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§ 77. / imd g haben meliTere gemeinBame Linear&lctoren. 
isen aioli nämlich so bestünmen, dafi für alle Werte a;, y 

f Wo *"“*“* + a y -I- . . . if 9S'-*-‘) ff 

\ = (3, y 

’j ohne daß die Aj B alle versoh.'winden. Wären alle A gleich Null, so 
üJBten auch alle .5 ^eich Null sein. Es sind also weder nllft A noch alle 
gleich Null. 

Denkt man eich nun die Formen 

gj = y 4 . . . . 

Ld ^ y + . . . + Bn-k-i . 

Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g, so müssen in (2) linTra und rechts 
Bselben Linearfaktoren stehen. Von den m Linearfaktoren der Form / 
»nnen höchstens m — h — 1 bei F* yorkommen. Wenigstens ifc -|- 1 von 
Eien kommen also bei g vor. D. h. / und g haben wenigstens h-\- gemein- 
me Linearfaktoren. 

Will man z. B. erkennen, wie viele Linearfaktoren die beiden Formen 

/ = 00®* + + ajs®*y* + Oa^y* + o^y* 


ld y = 6(,a!® + +- öj®y* + hgy® 

iinein haben, so muß man aus 

’Oo Ol »a Og 04 0 0 

0 Oq 0 

0 0 ao .Ol Og Oj »4 

) ' h-y 63 0 0 0 

0 Öq Ö3 0 0 

0 0 Ö0 &i ftg 6g 0 

1 0 0 O 63 61 6g 6g 

e folgenden Matrizen herleiten: 

•Oo Oj Og Og O4 0 

0 ®o ®a ®4 

:) { 60 61 ög 6g 0 0 

0 60 öl 6g ög 0 

. 0 0 ög 61 6g 6g 


Lurch Streichung der ersten o-Zeile, der ersten 6-Zeile und der ersten 


palte), 

) 


{ Og ai Og Og Og 

0 &o ^1 ^8 


Lurch Streichung der beiden ersten o-Zeüen, der beiden ersten ö-ZeUen 
ad der beiden ersten Spalten). 
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Dann sind folgende Fälle möglioli: 

1. Rang von (3) gleich. 7. / und g haben keinen gemeinsamen linear- 
faktor. 

2. Hang von (3) kleiner als 7, Rang von (4) gleich 5. / und g haben 
einen gemeinsamen Linearfaktor. 

3. Rang von (4) kleiner als 5, Rang von (5) £^eicb 3. / und g haben 
zwei gemeinsame Linearfaktoren. 

4. Rang von (5) kleiner als 3. / und g haben drei gemeinsame Linear- 
faktoren. 

Nehmen wir z. B. an, daß der Fall 3 vorliegt. Dann besteht zwischen 
den Formen 

y* , 

ao®*y + Ol®»!/® -j- a,®*y® + Oj®?/* + , 

6o®* + &i®*y + » 

öo®*y H- 6i®®y* + öa®“y* + 1 

eine lineare Relation, aber nicht zwischen den Formen 

Oo®® + ai®»y + a*®*y* + a^tcy^ + a* y* , 

*0 »* + + *8®»® > 

*0®®y 4- + fta®y*-l- ftay* . 

Es besteht mit anderen Worten eine Identität von der Form 

(6) (.4o®* + A^xy + A^y^)g = (5o® + jB^y)/ 

{A, B nicht alle Null), 

aber keine von der Form 

{AqZ Aiy)g = Bof . 

Daraus ersehen wir, daß in (6) die Formen 

F = AqX* -{■ A^xy A^y* j 6?=Bo®+Riy 

keinen gemeinsamen Linearfaktor haben. Es müssen daher alle Idnear- 
faktoren von F ehensooft in / Vorkommen, d. h. / ist durch F teübar. 
Setzen wir / = qF^ so wird g = gö, und q ist vom zweiten Grade. Offen- 
bar stellt q das Produkt der gemeinsamen Linearfaktoren von f und g dar. 

§ 78. Besnltante von Formen gleichen Grades. 

Die Resultante der beiden binären Formen Grades 

/ = o« ®» + Ol ®— 1 y + . . . -h Oh y" , 
y 5= 6g iB" -f- a;»- 1 y 4- . . . 4- Oj, y» 
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etz-t sich aus den zweireihigen Determinanten der Matrix 
i) ••• On 

I60&1...6« 

;tiaaxxiinen (duroh M^tiplikationen, Additionen und Subtraktionen). 
ÜMan erkeimt dies, wenn man in der Determinante 



«1 

.0 


0 Og 

. 0 


0 0 . . . Og Ol . . 

. On 


^0 • • • 

. 0 


0 hg 

.0 


0 0 ...hg öl.. 

’ö« 

., 2n 

die Reihenfolge 


1, » -f- 1, 2, n -f- 2, . . 

• 1 


n(ii— 1) 

gibt, wobei sich die Determinante nur mit dem Faktor (— 1) * mul- 
tipliziert. 


IBntwickelt man nun 


:2) 


0 0 ... OoOi ... Oh 

0 0 ... hg .6]^ ... 

naclx den beiden ersten Zeüen, so ergibt sioh 


«0 <h 

hg 61 

0 Og 
0 &„ 


(h (h 
brb. 


(r <a) 


und Mr, ist, abgesehen vom Vorzeichen, die Determinante, die aus (2) 
duroli Streichung der Zeilen 1 und 2 sowie der Spalten r -f* 1 und s -f 1 
entsteht. Diese Determinante kann man wieder nach den beiden ersten 
ZeilexL entwickeln usw. 

lEls ergibt sioh auf diese Weise , daß die Resultante von / und g eine 
Summe von Produkten ist, deren jedes n zweireihige Determinanten yon 
(1) slIs Faktoren enthalt. 

Z. B. laßt sich die Resultante zweier quadratischer Formen 
Oga;* + aia;y + a,y*, 

&o »* + * y + ö* y* 
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so schreiben: 
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Oo Ol 0* 0 

fifl 0 

0 Oo % Oj • 

0 Äq 

Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so findet man 
_ Oq ^ aias.flo»»“ 

öfl öj Öq 6j 

oder, wenn man zur Abkürzung Ofö« — (^K — Pra setzt: 

-PoiPis + «>»!• 

Die Resultante der beiden quadratischen Formen ist also gleich der 
zweireihigen symmetrischen Determinante 

_ ;>oi2>o» ^ 

^OS Pli 

Bei zwei kubischen Formen 

Oo aj» 4- Ol y 4- Oa ® y* 4- »8 y* 1 

öo a;« 4- öl a;» y 4- 6g a; y® + 6, y* 

lautet die Resultante Oq Og Og 0 0 

Öq öl 6g 6g 0 0 

_ 0 Oo Ol Og Og Q 

0 öfl öl 6g 6g 0 
0 0 Og Ol Og Og 

0 0 ög öl 6g 6g 



«1 Og Og 0 


Og Og Og 0 


Og Ol Og 0 


öl ög ög 0 

+ Poa 

öo ög 6g 0 


ög öl 6g 0 

= — Poi 

Og Ol Og Og 

0 Ol Og Og. 

-Pos 

0 Og Og Og 


6o öl 6g ög 


0 öl 6g 6g 


0 6g 6g ög 


= - Poi (2ha Pas — Pu + Pas Pos) + Poa (Poa Pas - Pos Pia) “ Pos (Poi Pas - Pos) • 


Auf Grund der Identität 


Og Ol Og Og 
6o öl 6g 6g 
Og Ol Og Og 
6o öl ög 6g 


— 2 (j?gi j?gg 4" Poa Psi 4" 2^8 2ha) — ^ 


kahn man statt 


Poi Pas 


auch schreiben Pgg p ^ . 

Dann wird die Resultante gleich 

- Poi {(2ha + Pos) Pas - Pfs) 

+ Poa {Pqa Pas — Poa Pia} 

— Pos {Poa Pis ~ (2ha + Pos) Pos) • 



§ 79. Systeme linearer Formen tind lineare Transformationen. 
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Dies ist aber die dreireihige synuaetrisclie Detenmnante 

Poi P 08 Poi 

— Pos Pis 4" Pos Pis . 

Pos Pis ^Pss 

Maa kann hiernach vermuten, daß sich die Resultante von zwei 
Formen w*“ Grades als n-reihige symmetrische Determinante schreiben Ifißt, 
deren Elemente sich additiv aus den prs zusammensetzen. Diesen all- 
gemeinen Satz hat Cayley bewiesen. 


Zwölftes Kapitel. 

Lineare und quadratische FormerL 


§ 79. Systeme Uneaxer EoTmeiL und lineare Transformationen. 
Eine lineare Form in n Veränderlichen . . ., a:» 6^ Aus- 

druck von folgender Gestalt: 

ai*i + ^®8+ ••• + 

Die a sind Konstanten. 

"Wir wollen ein System von m linearen Formen betrachten: 

fl = ®ii ®i “1" ®ia ®8 "1“ — ®i» 

/a = ®ai Pi ~t" ^ "1“ • • • H" ®8» 


fm = ®»nl ®1 + ®»»S ®a + • • • + 
Der Rang der Matrix 

( 1 ) 


öu Öls 

.. Oln 

«21 »88 

.. Oj» 

ö»»! **»n8 

- • ®mn 


heißt der Rang des Systems /i, /*, 

Setzt man xi= ^ •••+ Cin i 

»a=Cai®i + ös8^“l" ^ ’ 

( 2 ) 

ajft = Cni a4 + 6»! «a + • • • + i 

so nennt rnan diese Operation eine lineare Trahsförmatioh. 

Die Determinante 

(3) ö = 


Cji Cu . 

• • ®ln 

Cai C22 ■ 

• • Csn 

<^1 ^8 • 

• • 
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heifit die Determinante der Transformation. Ist sie gleich Null, so spricht 
man von einer singulären Transformation. 

Unterwirft man nun die Formen /i, /m der linearen Trans- 

formation (2), setzt man also in ihnen 

x, = Cyixl-\-CyiXl+ ... -\rC^nK (v = 1, 2, . . ., n) , 
so verwandeln sie sich in 

/{ *= ®2 + ■ • • + ®ni 

/a = flai + ®8a ®a + • • • + 


im — ®»nl H“ ®ma *8 "1“ • • • ~h ®mn 

Die neuen Koeffizienten hängen mit den alten durch die Formeln zusammen : 

^8 = ®rl Cl« + flfa Ca* + • • • + öirn Cns • 

«4b entsteht durch Komposition der r*“ Zeile von (1) mit der Spalte 
von (3). 


Die Determinante 


®ri8. 


“riBi “TiSi 


®r^8i <4^*1 






ist somit das Produkt der beiden Matrizen 


®rii <*na 


®rin 




%i %a • • 

•%« 

und 

®l«i ^8*1 • ■ • 

C«*! 


Cla» ^8i • • • 

®»»8» 

also nach § 34 gleich 

<h.8fi Ca*j^ • • ■ 


Z 

<hiti 

• • • 


%Bx • 


%h 

• ■ • 



Jede ^-reihige Determinante der Matrix 



«11 «12 • • 

• «in 

(4) 


Ö81 ÖM • • 




®ma • • 

• 


%8l 


%V 


§ 80. Die Determinante als Invariante. 


171 


ist eine lineare Kombination yon ju-reihigen Determinanten der Matrix (1). 
DarauB können vrir sobließen, daß der Rang von (4) nicht höher ist als 
der von (1). Wenn nämlich alle ^-reihigen Determinanten in (1) ^eich 
Null sind, so gilt dasselbe von allen ju-reihigen Determinanten in (4). 

Ist die Transformation (2) nicht singulär, so lassen sich die Gleichungen 
(2) nach x±, , . . . , scii auDösen. 

Wir bezeichnen mit Of, das algebraische Komplement yon (Vs in der 
Determinante O imd setzen 


Dann lautet die Auflösung yon (2) nach xl, , . . . , a4 
f = yu *1 + yis «2 + • • • + yin 

I *2 = ysi 4“ ^22 “f~ • • • + ytn 


— Ynx 4“ y»»2 ®2 4" • ■ • 4“ Ynn ®ri- 


Unterwirft man die Formen /( , fl, . . . , /i der linearen Transforma- 
tion (5), so gelangt man zu fi, /j,, . . .,/m zurück. Der Rang der Matrix (1) 
ist daher nicht höher als der yon (4). Keine der beiden Matrizen (1) und 
(4) hat also einen höheren Rang als die andre. Daraus ergibt sich folgender 
Satz: 

Bei einer linearen Transformation, die nicht singulär ist, 
bleibt der Ranjg eines Systems linearer Formen ungeändert. 


§ 80. Die Detennliiaiite als Inyariante. 
Wir wollen die n linearen Formen 
/i==au®i4-aia®24- 
f% = <*21 ®1 4“ ®22 ®2 4” ■ • • 4” ®2n •®II j 


/fl = öfil ^ 4- ®ii2 ®2 + • • ■ 4" ®nn 

der linearen Transformation in § 79 unterwerfen. Sie mögen dabei in 

fl = flii 4” ®ia 4“ • ■ • 4“. n » 

A = ®S1 4“ ®2S **4 4” • • • 4“ ®n J 


fn — fltnl 4" ^4 4“ * • • 4“ ®nfi 


Übergehen. 

Setzen wir 

Ä = 


«u • 

• ®in 

und A' = 

oii . 

• ®ln 

GCfil • 

• flfin 


a»ii ■ 

. aitn 


so gilt die Gleichung ■ Ä' = AO . 
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Es ist nämlich (v^. § 79) 

= «fl + Or, Cga + . . . + a,„ On». 

Unterwirft man » lineare Formen in n Veränderlichen 
einer linearen Transformation, so multipliziert sich die Deter- 
minante der Formen mit der Transformationsdeterminante. 

Man sagt auf Grund dieser Eigenschaft, daS die Determinante der 
n Formen eine Invariante ist, und zwar gegenüber allen linearen Trans- 
formationen. 


§ 81 . Bilineare Formen. 

Wenn in einer linearen Form 

Oiiri + OaXa-l- ... + a^Xn 

die Koeffizienten durch lineare Formen in den Veränderlichen 

yn ersetzt werden, so entsteht eine bilineare Form. Eine solche Form 

ist also ein Ausdruck von folgender Gestalt: 

(1) (r, a= 1, 2, ..., n). 

Die Determinante der Or, heiJBt die Determinante von /. 

Wänn nian die x oder die y einer linearen Transformation unterwirft, 
so geht die Bilinearform wieder in eine Bilinearform Über. 

Um uns im folgenden bequemer ausdrücken zu können, wollen wir 
die quadratische Matrix 

Öfu öfia ■ • • öfin 
^*2 • • • 

^2 • ■ • 

das Produkt*) von 


ßia • 

• • ßln 

ßil ßL • ■ 

.ßln 

ßio. ßst • 

• • ß%n 

und 

.ßkn 

ßnißni • 

• • ßnn 

ßUß',i- 

'.ßL 


(in dieser Heihenfolge) nennen, wenn 

ÖCrs == ßrx ßu + ßr» ßk» + • • • + ßrn ßns 

ist (r, a= 1, 2, ..., n). 


*) In § 84 betrachteten wir eine andere Multiplikation von Matrizen. Wir 
sprachen dort vom inneren Produkt. Hier könnte wir also die Bezeiobnang 
änfieres Produkt benutzen. Der Unterschied ist aber schon dadurch genflgend 
hervorgehoben, daß das Produkt jetzt eine Matrix ist und damals eine Deter- 
minante war. 


§ 81. BUineare Formen. 
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Wir drüoken die Beziehuiig zwischen den drei Matrizen durch folgende 
Formel aus: 


/ öfii öc« . . . oti 
Ä21 Ofaa 




n 

■ ^2n 


ßll ßx% ßxn 

ßin 




öfn* • • • öfnnJ 


^ I ßta. ßi2 • 

k^ni ßnt • • • ßnn 


^ßll ßiz • • • ßlf^ 

ßL. ßia • • • ß»n 


[ßni ßnt • • • ßni 


Diese Formel bedeutet also, daß die Zeile der (x-Matriz erhalten 
wird, indem man die Zeile der /9-Matri8: der Reihe nach mit allen Spalten 
der ;9'-Matrix zusammensetzt. 

Mittels einer solchen Formel Ifißt sich z. B. sagen, was aus n linearen 
Formen 

®u H~ ®ia ®2 “h • • • ~i" ®in » 

®ai "i" ®a "f“ • • • “I" ®*n » 


fllni *1 + *2 + • • • + ®nn ^ 

wird, wenn man sie der linearen Transformation 
*1— + 

«2 == Ca + C21 ®a + • • • + <Jan 


SBn = Oni ^ ^ • ■ ' + 
unterwirft. Gehen die Formen in 

«11 ^ + • • • + ®ln ®n » 

021 + Om + • ■ • + ®aii j 


<*Hj. H“ *2 + — + ®»n ^ 
über, so besteht die Relation 



In der Tat ist (vgl. § 79) 


O^c = Ori Ci« + dra ^aa + • • • " 1 " ®rn * 

Man muß also, um die Matrix des neuen Formensystems zu erhalten, die 
des alten rechts mit der Matrix der TYansformation multiplizieren*). 


*) Damit meinen wir, daß die ISatrix de^Transformntion den zweiten Faktor 
des Frodokta bildet. 
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Was vnrd nmi aus der Bilinearform (1), wenn wir auf die y die lineare 
Transformation 


Vx — ß-a yx-\- ßxt ya + • • • + ßxn vh > 

y% = ßix yl + ßn ya + • • • + ß^n y'n > 


yn — ßnx yl + ßn% ya + • • • + ßnn y'n 

anwenden ? 

Schreiben wir die Bilinearform, nach den x geordnet: 


^(®ri yi + yi + • • • + <*rn yn) ®r J 


SO sind die Koeffizienten von a;,» • • • > ^ lineare Formen, die der obigen 
Transformation unterworfen werden. 


Die Bilinearform geht also über ia J!äraX,f/„ wobei die ä mit den a 
in folgender Weise Zusammenhängen: 



®12 
«ai ®aa 


®in\ /ßn ßx% • 
®an 1/^81 ß%% • 


^a • ■ • ®»n/ \ßnx ßn 



Setzen wir in Xf 

*1 = ^ H“ ÖCij + • • • + flfin > 

®a ~ ^ H“ öCta ^ “h ■ • • -{- ot^n ®ji , 


+ ■ • • + (Xnn ^ > 

SO erhalten wir eine Bilinearform ^ y« • 

Um zu sehen, wie die aj-a mit den 3^, ziiH flTnmATibfingpT^ ^ ordnen wir 
df a ®r y® nach den y'. Dann haben wir 


(dia 3^+ 3,,«,+ ... -f- a„g as„) yj 

und die Koeffizienten von . . ., j/{, sind lineare Formen, die durch 

die angegebene Transformation in 


®la ®1 + flaa + • • • + Ona ^ 

Übergehen. Es ist demnach 


(«= 1, 2, ..., n) 


/ou flai . 

• <l\ 

1 . 

• <A 

®afi • 

■ <nj 



§ 81. Bilineare FormeiL 
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der, da diese Formel nur eine Zusammenfassung der Relationen 

= ffi.Äir-f ... -i-OnaOtnr (r, a= 1, 2, ..., n) 

arstellt, 


roll “12 
021 “22 


l“»l “na 


“ln 

“2n 


^n j 


'ßCii flt2i 

^12 ®aa 


I ÖCin Oitn • • • ÖCnn 



“u “la • • • ^in 
“ai “aa • • • “an 


®ni ^a • • • ®ii 


Die o^s stellen also zu den ct^, in folgender Beziehung: 


/ öfu «21 • ■ 
1 “la. “faa • • 

• «nl\ 

• «na 1 

\ «in «an ■ • 

• «nn/ 


/ «11 “ia • 

• ► “ln \ 

1 Oai 022 ■ 

• • “an j 

\aii“ia-- 

• “l»n/ 

/ “ii “la ■ 

•.“in\ 

1 “ai “aa ■ 

• • “an j 

\“ni“na* 

• • “nn / 


ßit • • • ßln 
ß»l ßtt ■ • • ßin 


,ßnl ßm • ■ • ßn 


'Wir müBten eigentlich die beiden letzten FaMoren in Klammem ein- 
ihLlieBen. Wir können diese Klammern ah^ auch fortlassen, weil hier 
as assoziative Gesetz gilt. Sind % iB, drei solche Matrizen, so hat man 

“““ a(iB(s:) = (aäB)(E.») 

[fiLZi schreibt deshalb statt und (ilCSB)(£ einfach ÜCiBCr. 

Aus Formel (2) ist zu entnehmen, daB jede m-reihige Determinante von 

<*11 “ia • • • “in 
021 “aa • • • “an 


“wi “na • • • “nn 

oll Imear und homogen durch die m-reihigen Determinanten von 

“u “la • • ■ “in 
“ai “aa • • • “an 


“ni “na • • ■ “nn 

IS drückt. 

Bei linearer Transformation der x und dör y erhöht sich also der 
ang der Bihnearform**) nicht. - 

*) Ln vorliegenden Falle hat dies folgende Bedeutung: An^tt snetat die x und 

Tin die y kann man zuerst die y und dann die x linear transformieren, 
d. h. der Hting ihrer Determinanten. 
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Sind die linearen Transformationen nioht singulär, so kann man von 
der neuen Form zu der alten duroli lineare Transformation der x und der y 
zurückgelangen. In diesem Falle ist dak^ der Rang der alten Form nicht 
höher als der der neuen. Es gilt also folgender Satz: 

Wenn man die x und die y nichtsingulären linearen Trans- 
formationen unterwirft, so bleibt der Rang der Bilinearform 
ungeändert. 


§ 82. Symmetrische BUlnearformeii und quadratische Formen. 


Die Bilinearform Xf y, beißt symmetrisch, wenn ihre Deter- 
minante symmetriscb, wenn also ist (r, s — 1, 2, ...,») . 

Unterwirft man die x und die y denselben linearen Transformation, 
setzt man also 


®r — firl ^ ßrt ^*4 + •••“{" ßrn 
tfr = ßri yl + ßr» + • • • + ßrn t/m 


(r=l, 2, ...,n). 


so geht die symmetrische Bilinearform wieder in eine solche über. Für 
die Koeffizienten <4, der neuen Form gilt nämlich nach § 81 die Formel 


( 1 ) 


/ oii oi* . 

. oj[n\ 

1 0*1 o** . 

- 02 » 1 

\oii o^a • 



fßn ßxi ■ • • ßni 
ßlt ßn • ■ • ßn 2 


0*1 0*3 


OniOn^ 



ßn ßn • • • ßln 
ßn ßa ■ • • ßtn 

ßnx ßnt • ‘ ■ ßn 




, n. Wir dürfen sie also 


\^ßln ßin • • • ßnn 

Sie sagt aus, daß 

Ofg —^^Ofirßfir ßs 

fl und V durchlaufen beide die Werte 1,2, 
vertauschen und schreiben: 

Of« =2^iiß*rßii$ 

oder, da = 0 , 1 ^ ist, 

Oy, ~ Oiftv ßfta ßvr — 
fhf 

Setzt man in einer Bilinearform die y gleich den x, so entsteht eine 
quadratische Form in den a;. Eine solche Form ist also eine lineare 
Kombination von 



§ 82. STOQinetrisclifi Bilineatfoimen und qaadratiBche Foimen. 
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Sie enthalt 


^ , n{n-i) »(» + 1) 
— 


Glieder. Man kann immer eine symmetrische Bilinearform ahgeben, 
die sich in die quadratische Form verwandelt, wenn man die y gleich den 
X setzt. Bezeichnet man den Koeffizienten von av* mit Orr, den von 
ccrX, (r<a) mit 2ctj., und setzt man noch — 
quadratische Form so schreiben: 

^ (f* , S = 1 , 2 , . . . , w) . 

r, • 

Sie geht aus der symmetrischen Bilinearform 

r,B 


dadurch hervor, daß man die y g^eidi den x setzt. 

Unterwirft man die x und die y derselben linearen Transformation, 

Im Falle y, == x^ia = 1, 2, ...,») ist auch ^ und daher 


^araZrXs=:=^a!lsa^ ai. 

Man nennt JSctra^ya die Polare der cpiadratisohen Form ^Ora^^a- 
Wendet mau auf die x und die y dieselbe lineare Transformation an, so 
geht die Polare von JSora^^ die Polare von JSo^a^^ai d. h. in die 
Polare der transformierten Form über. Auf Grund dieser Eigenschaft 
heißt die Polare eine Kovariante der quadratischen Form, und zwar 
eine absolute Kovariante. 


Aus der Relation (1) ist zu entnehmen, daß 


oii flia . ■ 
ojai 028 . ■ 

• <A.n 

• ®an 


Ou 018 • • • ®in 
®8i • • • ®a»» 


ßn ßu • • • ßin * 
ßax ßn • • • ß%n 

■ 



®ni %8 • • • ®»n 


ßni ßm • • • ßnn 


Die Determinante 


Oji Oia . 

.. Oln 

Oji Oga • 

• • ®8M 

®nl <*»i8 • 

• • ®Hn 


die man die Diskriminante der quadratischen Form JSofaXrZg nennt, 
multipliziert sich also, wenn man die x linear transformiert, mit dem 
Qua(^at der Transformationsdetenninante. Sie heißt deshalb eine In- 
variante der quadratischen Form. 

Kovalevak 1, Datumiiuutteak 


12 
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§ 83. KednJttlon etner gnadratlsohen Form anf möglichst wenig 

Teränderliche. 

Die quadratische Form 

(ant=a»r) 

heißt vom Range m, wenn ihre Diskriminante den Rang m hat. 

Wenn man die x einer niohtsingularun linearen Transformation unter- 
wirft, BO bleibt der Rang der Form ungoändert (vgl. § 81). 

Wir wollen jetzt zeigen, daß sieh eine quadratische Form vom 
Range tn{<n) auf m Veränderliche reduzieren läßt, und zwar 
durch eine nichtainguläre lineare Transformation. 

Das Gleiohungss 3 rstem 

“f" ®i8 “h • • • ^ j 

®ai “H • • • "1“ ®8w iG,» ö j 


^ "H • • • ^ 

hat nach § 26 n— t» unabhängige Lösungen, aus denen sitjh alle andern 
Lösungen linear zusammonsetzen. 

Wir bezeichnen diese n — m Lösungen mit 

•••* ßn,m-\'l 

ßln 1 ß%H » • • • 1 ßnn 

und wählen die m Zeilen 

ßii 1 ßiif ' ßm 

, - _ . ßim » ßim » • ' *1 ßum 

so, daß die Deternunante 

ßn ßl% ßln 
ßvL ßiX'" ß%n 

ß»l ßm • • • ßnn 

von Null verschieden ist. 

Nun führen wir die lineare Transformation 

oji = ^11 ^ 4- . . . 4- 

+ ^28 + * • • 1- /?an 

»1 + ^n> «4 + ... -h ßnn^n 

aus und fragen, was dabei aus der quadratischen Form ^ar,XrX, wird. 
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fäjn ■ • • ®im 0 . . 
Sgl . . . äim 0 . . 

(fl«l . • . 0 . . 


oder 



0 


fln ß2n ßnn/ \Snl • • • 0 ... 0^ 

die n m letzten Spalten, also (wegen <4, = <lir) auch die n — m letzten 
Zeilen aus Nullen bestehen. enthält also nur die tu Veränderlichen 


und die Determinante 



•j ^ J 

oll olg .. 

. « 4 « 

Ogi Ogg . . 

• Oam 

0»1 o{„2 . 

• • Ojnm 


ist ungleich ■ Null, weil der Rang von JSo^a gleich m sein muß. 

• Es ist offenbar unmöglich, durch eine nichtsinguläre lineare Trans- 
formation ^(ir$ av auf weniger als m Veränderliche zu reduzieren, weil 
der Rang der transformierten Form sonst kleiner wäre als der Rang der 
ursprünglichen Form. 

Der Rang einer quadratischen Form ist also die Minimalzahl von Ver- 
änderlichen, auf die man die Form durch eine nichtsinguläre lineare Trans- 
formation reduzieren kann. 


§ 84. Transformation einer quadratisehen Form ln eine Snmme 

von Quadraten. 

Xf Xg sei eine quadratische Form mit nichtversohwindender 
Diflliiminante. Dann läßt sich auf unendlich viele Weisen eine nicht- 
singuläre lineare Transformation 

— yrl ®5. “h /rS ^4" • • • 4" yrn ^ (r = 1 , 2 , . . . , w) 

finden, die / auf die einfache Gestalt 

oll 4“ Om 4" • • • 4" O^n 

bringt, wo nur noch die Quadrate der x' auftreten. 
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Es ist leicht festzustellen, welche Beziehungen zwischen den Koeffi- 
zienten y stattfinden müssen, um der linearen Transformation diese ver- 
einfachende Wirkung zu sichern. Um den Koeffizienten von 2ii^ {p ^5 qr) 
in der transformierten Form / zu finden, kann man alle x' bis auf und Xq 
gleich Null setzen.* Dann wird 

und 

/=Z‘V. (/fp ^ "h yrs iyap ®b) • 

r,a 

Hier hat den Koeffizienten 

2 <ha yrp y.ff + yap yrq * 

f,* r,8 

Da aber ar, = a,r ist, so unterscheiden sich die beiden Summen nur durch 
die belanglose Vertauschung der gleichberechtigten Summationsindizes r 
und a, sind also gleich. Somit lautet der Koeffizient von 2a^a;^ 

yrp yag • 

fl* 

Da nun alle diese Glieder in der transformierten Form fehlen sollen, so 
müssen folgende Gleichungen stattfinden: 

'^Orayrpyaq^^^ (2> ^ ff)* 

r,a 

Die Wertsysteme yip, y 2 pi • • •, ynp uad yig, ygg, . . ., y«g haben somit die 
Eigenschaft, die Polare der Form / zum Verschieden zu bringen (vgl. § 82). 
Man nennt zwei derartige Wertsysteme kon j ugiert in bezug auf die Form /. 
In der Koeffizimtenmatriz einer linearen Transformation, die / auf Qua- 
drate reduziert, ed abo je zwei Spalten in bezug auf / konjugiert. 

■ Um eine Matriz dieser Art zu konstruieren und dabei noch das Ver- 
schwinden ihrer Determinante zu vermeiden, kann man so Vorgehen: Man 
wähle zunächst ein beliebiges Wertsystem yn, yai, . . ., y„i mit der Eigen- 
schaft 

2 “^« + 0 * 

Nachdem auf solche Weise die erste Spalte der gesuchten Matriz festgelegt 
ist,- hat inan die ^eite so zu bestimmen, daß der Bedingung des Konjugiert- 
seins, also der Gleichung 

Genüge geschieht. Dies ist eine lineare Gleichung für yig» y^» yna* 
Man wähle diese Größen so, daß außerdem 

yrs y8a + 0 
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'ipd. Für die dritte Spalte • • •> zu den beiden ersten 

oiijugiert sein muß, bat man die beiden bnearjm Gleichungen 

yri y«8 “ 0 , yri y«3 ~ 0 , 

la denen wir noch die Ungleichung 

-ixx zufügen wollen. Man sieht deutlich, wie das Verfahren weitergeht. Es 
Bfert eine Matrix von Koeffizienten y, deren Determinante von Null ver- 
ilxieden ist. Multipliziert man nimlich die (von Null verschiedene) Dia- 
rixxiinante der Form / zweimal mit der Determinante der j/, so entsteht 
xie Determinante, in der die von Null verschiedenen Summen JSara yri 
^ctr^Yriya^’i ..«die Hauptdiagonale bilden, während alle andern Plätze 
Nullen besetzt sind, also jedenfalls eine niohtverschwindende 
e-terminante. Damit ist bewiesen, daß auch die Determinante der y 
Lolit verschwinden kann. 

^r müssen uns nooh vergewissern, ob es sich wirklich so einriohten 
Jßt, daß die Summen ^OrBYrpYBp (P = 1» 2, alle von Null ver- 

r,a 

ilxieden sind. Wenn dem nicht so wäre, so würde für irgendemen Wert 
3a Index p zum erstenmal ein Versagen eintreten, nachdem für die Werte 
, . . k alles gut gegangen ist. Die Sachl^ wäre dann die, daß jedes 
^evteystem |i, Is, . . ., Sm das die Linearformen 

^^Orarrp^a (P=l, • ••,*) 

L INfuU macht, auch die quadratische Form 

lixi Verschwinden bringt. Ist nun . . ., ein beliebiges Wertsystem, 

) kaxm man es durch Hinzufügen niner linearen Kombination der Jk Wert~ 
rs-teme yip, ■ • ynp (p — • • • ? ^) stets so umgestalten, daß es die oben- 

iixannteh Linearformen alle zu Null macht. Um dies bequem einzusehen, 
oip Hehlt es sich, ein Wertsystem durch das Symbol zu bezeichnen, das 
s einen n Gliedern als gemeinsamer Bestandteil enthalten ist, also Zxi * * •» 
durch X und yip , . . ynp durch yp. Wenn dann zu x eine lineare 
ozubination der Systeme yj, addiert wird, so 'möge das ent- 

eilende System durch a? + yi + • • • -\-htyh syihbolisiert werden. 
idLlich werde noch mit (a;|y) die Polare der Form /, gebildet für die 
ertsysteme x und bezeichnet,, also 

2a»'.avy.= Hy) 

setizt. Wir können mit Hilfe dieser Symbolik leicht zeigen, daß bei 
.ssender Wahl der Multiplikatoren X das Wertsystem 

5 = ® ^ yi + • • • + yÄ 


182 


Z^lftes Kapitel. lineare und quadratisdhe Formen. 


tatsächlich die linearformen JSora ^'rp (P == 1 > • • • > ^) macht, 

d. h. zu den Systemen konjugiert ist. Main hat nämlich 


(SW = (*W + ^ (}^) 

und diese Ausdrücke verschwiaden, wenn man 

3 _ (%i) 3 _ (»lyifc) 

Wn)”"’ (yiW 

setzt. Würde nun wirklich das Verschwinden der Linearformen JSor, /rp 
oder (||^p), p=r i, •••, zur Folge haben, daß auch JSa,firSa oder 
(l|£) gleich, Null ist, so hätte man 


(x -j-^Xp^plx -j-JSXpyp) = 0 , 

d. h. 

(*|*) + 2^^ (®W + 2»} Wy, ) = 0 

oder nach Einsetzung der Werte ilj, 

(n|yi) ^ (nb) ' 

Diese Formel steht, solange k <n ist, im Widerspruch damit, daß 
die Form / eine mchtversohwiudende Diskriminante hat. Deim eine solche 
Form läßt sich nicht auf weniger als n Veränderliche reduzieren, wie es 
hier der Fall wfire, wenn man (»|yi), ..., {x\y^ als neue Veränderliche 
einfuhrte. Diese linearformen sind übrigens linear unabhängig, keine von 
ihnen läßt sich aus den andern linear kombinieren. Ersetzt man nämlich 
X durch yp, so wird die p*® Form ungleich Null, während die andern 
verschwinden. 

Da eich ergeben hat, daß k—n sein muß, so lautet unsere Endformel 



rnV 

rn) 


Wir hatten aber ursprünglich gesetzt 

= yrl + + yrn Zn (r = 1 , . . . , n) 

oder in der neuen Symbolik 

... +yra5^. 

Danach ist 

(%) - (yp|yp) 4 • 

Wir können also schreiben 

(®l*) = (yiW a4* + . . . + (y.W ii*', 

was auch diiratt aas dsp Glaioliuiig »= harvorgeht. 
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Hiermit ist gezeigt, daB es niohtsingulfire lineare Transformationen 
gibt, die die quadratisobe Form / auf die Form 

reduzieren. Setzt man noch 






so bat man / auf die Form 

j^ + i^+.-.+yS 

gebraobt. 

Eiue quadratisobe Form , 

mit niobtverBobmndender Diskriminante läßt siob also durob eine niobt- 
singuläre lineare Transformation 

Criyi+ Cr*ya+ ••• +Crnyn (»*=1, 2, ..., n) 

!/? + !^ + . • . + yS 

überführen. 

Sind die o,, reell, so wird die tOserfübrende lineare Transformation 
nicht notwendig reell seiu. Wünsobt man nur reelle Transformationen, 
so muß man, naobdem / durob eine reeUe Transformation auf die Form 
Cj zf -f- c, a| -|- . . . + c„z5 gebracht ist, 

setzen, wobei | Cr| den absoluten Betrag von Cr bedeutet. Dann verwandelt 

^ 8iJ^ + ea!^+ ••• +8nyn, 

und die a sind gleich ± 1. Man bat nämlich a,r = 1, wenn Cy > 0 ist, imd 
8 t , = — 1 , wenn Cy < 0 ist. 

Wir haben bisher angenommen, daß die Form / eine niobtverscbwin- 
dende Diskriminante bat. Ist der Rang von f kleiner als n und gleich m, 
so gibt es in der Diskrimiuante eiuen von Null verschiedenen Hauptminor 
(vgl. § 52). Wir können durob geeignete Numerierung*) der Veränderlichen 
erreichen, daß gerade 


ungleich NuU ist. 


<hx • 

• ®iin 






*) Eine IJnmiunerienuig der x lABt sich als eine (mohtsingulftre) lineare Trans- 
formation ansehen. 
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Wie wir aus § 83 yüssen, Ifißt sich / durch eine mchtsihguläre lineare 
Transformation auf m Veränderliche zl, zl, zl^ reduzieren. Um 
eine solche Transformation zu finden, muß man für die linearen Gleichungen 

«11 ®i + + • • • + ®in aSfi == 0, 

<*JU, "i" ®S8 • • • H“ ®8n = 0 » 


H" ■ • • “1" ®»»n ®ii — 0 

ein Fundamentalsystem von Lösungen bestimmen. Da man sich auf die 
m ersten Gleichungen beschränken kann, so gibt es ein Fundamentalsystem 
von folgender Form: 


ßl,m+li • 

■ • > ßm,m-i-l 

1 

0 .. 

ßl,m+ 2 i • 

• ‘1 ßm,m+S 

0 

1 .. 

ßl,n 

■ •> ßm,n 

0 

0 .. 


Nach § 83 verwandelt dann die lineare Transformation 

®1 = i®m+l + • • • + ßin 


®i» — a4/ + ßmiin+l a^+1 4" t • • + ßmn^i 
*»+1 = a4i+ii 


t in eine Form in Xsj • • •> ^4. Es wird also vermöge dieser Trans- 
formation 


Setzt man ,^ = 0, 

BO geht diese Formel in folgende über: 


1 » 


1. .... w 


Daraus folgt 


r,e f , B 


— ®rf * — !■» 2, . . ., fn). 

Die oben angegebene lineare Transformation bringt also / auf die Form 

r,a 


Diese Form in •••1^4 kat eine nichtverschwindende Dis- 

kriminante, kann also durch eine nichtsinguläre lineare Transformation in 

«if/! + «al/S + • . . + «»*4 (fir=±l) 

verwandelt werden, und die lineare Transformation ist im Falle reeller 
Of, reell. 
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§ 85. Das Trägheitsgesetz der qnadratlsohen Formen. 

Wir betrachten eine quadratische Form mit reellen Koeffizienten. 
Ist ihr Rang gleich «i, so läßt sie sich durch eine lineare Transformation, 
die reell und niohtsingulär ist, auf die kanonische Gestalt 


, . ... 

brmgen. 

Wenn man diese Reduktion auf verschiedene Weisen aus- 
führt, so ergibt sich immer dieselbe Anzahl positiver c, also 
auch immer dieselbe Anzahl negativer c. 

Das ist das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. 

Es ergebe sich bei der linearmi Transformation 


(1) ®r— ^rlVl + Asy» + ■ ■ • H- (f = 1 , 2, . . . , n) 

aus / die Form + Cgyl + 0^2^ und bei der linearen Trans- 
formation 

(2) av = yrl«! + + • . - + yrn*»» (r = 1, 2, . . . , «) 


die Form Cjal+c^zl-h ••• + I^ie linearen Transformationen sind 

beide reell und nichtsingulär. 

Die Gleichungen (1) lassen sich also nach den y auflösen. Die Auf- 
lösimg laute*) 

(8) Vr — ßrx 3h “f* + • • • H“ ßrn ^ (f = 1 , 2 , . . . , . 


Unterwirft man nun die quadratische Form Ci^ + C 2 ^+ 
der hnearen Transformation (3), so geht sie in / über und / verwandelt 
sich bei der Imearen Transformation (2) in cii^ + c^zl 
Daraus entnehmen wdr, daß ... -f-Ci» 2 /^ direkt in 

Cizf + + ... 4" <4 3m übergeht, wenn man die lineare Transforma- 

tion (vgl. § 81) 


ß-ii ß\% 
ßvi ßit 


ißnl ßm 
anwendet. 



/^n 

^18 ■ ■ 

• ^ln\ 

[ tfzi 

du • • 

1 

Vm 

dn2 • ' 

■ ■ d„„/ 


Aus (3) und (2) folgt nämlich 
(4:) Vr = driZi -|- df23h H“ ■ ■ • "h dfn*» (r=l,2, 
wobei _j_ y** + ,. . . -|- ß^^ . 


•» »), 


Vermöge der Transformation (4) ist also 

Cjyf + caj4 + . . . + c„,i4 = ciaf -f -f- . . . 4- 484. 
*) Man nennt (8) die zu (1) inyerse Tronabnnation. 



18f6 


Zwölftes Kapitel. Uneace imd quadratisdie Formen. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß auf der linlc en Seite mehr positive 
Koeffizienten Vorkommen als auf der rechten. Unks gebe es p und rechts 
jj) solche Koeffizienten. Durch eine psissende Umnumerierung der 
y und z l&ßt sich erreichen, daß gerade 

Ci>0, «*>0, ...» Cp>0 

und 

ci'>0,<4>0) cj»'>0 

ist. 

Da p' <. p% BO ist die Anzahl der Gleichungen 

Vp+l = dp+i,iZi + 3p+i,tZi + • • • + ^p+i,nf^= 0 j 

Pm = dflii Zi + dn2^ + • • • + d|ii«Zn = 0 , 

«1 = 0, 


JV = 0 

kleiner als m. Das System (4) hat also wenigstens n — unabhängige 

reelle Lösungen (vgl. § 25). D&^gen hat das System 

(5) 2!i=0, Zg=0,..., z», — 0 

genau n — m reelle unabhängige Lösungen. Daraus geht hervor, daß es 
reelle Lösungen von (4) gibt, die nicht zugleich Lösungen von (5) sind. 
Ist Zg, . . ., eine solche und setzt man 

Vr=^ dfiZi+ drgZg (f = 1, 2, , . ., n), 

so wird 

+ CaylH- . • . + 0 , 

weil die Glieder mit negativen Koeffizienten verschwinden. Dagegen hat 
man 

ci«! + + . • . + < 0 , 

weü aUe Glieder mit positiven Koeffizienten gleich Null sind, aber nicht 
alle Glieder mit negativen Koeffizienten. 

Ks kann also unmöglich 

+ cg^ + . . . H- c,» y® — + . . . + 

Bein, und es gibt daher mindestens ebenso viele positive c' wie positive c. Das 
Umgekehrte gilt aber auch, weil wir auch von + Cgül + . . . + 
znci 3 ^ + Cgj/|-}- ...+Cmy« durdi eine reelle lineare Transformation ge- 
langen können. Mithin ist p = p'. 

q sei die Anzahl der negativen c. Dann ist p + ff = »», also gleich 
dem Rang der quadratischen Form. 

Die Differenz p — q pflegt man die Signatur der Form zu neimen. 




§ 86. Definite qoadratisdhe Formen. 
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Wenn eine reelle quadratische Form den Rang m und die Signatur 
hat, so läßt sie sich durch eine reelle und nichtsinguläre lineare Transform 
tion in 

(6) y! H- ■ ■ • + ym+» — ySi+« , . — • ■ • — 2/5» 

überführen. 

Die Formen / = /'= mögen beide den Rang 

und die Signatur s haben. Dann gibt es eine lineare Transformation i 
die / in (6) verwandelt, ebenso eine lineare Transformation T\ die Z' in (i 
verwandelt *). Die zu T inverse Transformation, die wir mit T~~^ bezeichne 
wollen, führt (6) in / über. Wendet man nun auf f zuerst T' an und dar 
jT“!, so geht /'in (6) und dannin/über. Die lineare Transformation T'T~- 
d. h. die lineare Transformation, die mit der Reihenfolge von T' und T- 
gleichwertig ist, verwandelt also die Form /' in /. 

Wir wollen zwei reelle quadratische Formen, die sich durch reelle un 
nichtsinguläre lineare Transformation ineinander überfuhren lassen, äqu: 
valent nennen. Dann können wir sagen, daß Formen von gleichem Rai 
und gleicher Signatur äquivalent sind. 

’ Umgekehrt haben zwei äquivalente Formen Reichen Rang und gleicl 
Signatur. Gibt es nämlich eine lineare Transformation 8 (reell und nioh 
singulär), die / in Z' verwandelt, so führt die lineare Transformation 8 'j 
die Form f in (3) über, f hat also denselben Rang und dieselbe Signatt 
wie /'. 

Demnach gilt folgender Satz; 

Zwei reelle quadratische Formen sind dann und nur dan 
äquivalent, wenn sie denselben Rang und dieselbe Signati 
haben. 

§ 86. Definite quadratisehe FormeiL 

Eine reelle quadratische Form vom Range m heißt definit, wer 
ihre Signatur gleich m oder gleich — m ist. Eine solche Foim ist also en 
weder mit 

+ . • . H- a« 

oder mit 

— — — ... — 

äquivalent. Im ersten FaUe spricht man von einer positiven quadratische 
Form, im zweiten von einer negativen. 

Wenn f eine definite Form ist, so hat man immer / = 0 oder inmu 
Z^O, wie auch die reellen x gewählt werden. 


*) T, T' sind reell und niehtsingDlfir. 
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Durch diese Eigenschaft sind die definiten Formen charakterisiert. Ist 
nBTnlinli eine quadratische Form vom Range m nichtdefinit oder, wie man 
sagt, indefinit, so ist sie mit einer Form von folgender G^talt äquivalent: 

+ . . . + a} — a|+i - . . . — . (0 < p < »») 

•RinA solche Form ist sowohl positiver als auch negativer Werte fähig. Sie 
wird z. B. positiv, wenn man Xi^ i und alle andern x gleich Null macht, 
nnd negativ, wenn man x^^x = 1 und alle andern x gleich Null macht. 

Eine nichtsinguläre definite Form in n Veränderlichen ist ent- 
weder mit + • • • + 

oder mit — — a| — . . . — ai* 

äquivalent. Sie ist offenbar nur dann gleich Null, wenn alle Veränderlichen 
gleich Null sind. 

Ist nun f eine niohtsinguläre positiv-definite Form, also mit x\-{- . . 
äquivalent, so muß die Diskriminante von /, die sich von der Diskrimi- 
nante 1 der äq[uivalenten Form um einen quadratischen Faktor unterscheidet 
(vgl. § 82), positiv sein. Da / den Charakter als nichtsinguläre positiv- 
de&iite Form bewahrt, wenn man einige x gleich Null setzt, so zeigt sich, 
daß auch alle Hauptminoren in der Diskriminante von / positiv sein müssen. 
Betrachtet man die negativ-definite Form — /, so ergibt sich sofort, daß 
in der Diskriminante einer solchen Form jeder Minor gerader Ordnung posi- 
tiv, jeder von ungerader Ordnung aber negativ sein muß. 

Es handelt sich hier um charakteristische Eigenschaften der beiden 
Formenarten. Man kann z. B. leicht zeigen, daß eine Form, in deren Matric 
es nur positive Hauptminoren gibt, stets positiv ist und nur durch Null- 
setzen aller x zum Verschwinden gebracht werden kann, daß sie also mit 
icf -f- . . . -f- äquivalent ist. Für n = 1 ist der Satz selbstverständhch. 
Angenommen nun, er sei fürn — 1 Veränderliche richtig, dann läßt er sich 
auch für n Veränderhche bestätigen. Man kann nämlich durch lineare 
Transformation von . . ., die betrachtete Form in 

x*+ a^_i + + . . . + a* 

überführen und durch eine zweite lineare Transformation in 

+ • • ■ + 1 + ®!in <4* 

Die Diskriminante dieser Form lautet also und unterscheidet sich von 
der Diskriminante der ursprün^chen Form um einen positiven Faktor. 
Daher muß aün > 0 sein Und man. kann es, indem man zu x^ schlägt, 
zu 1 machen. 

Der andre Fall (positive Hauptminoren gerader, negative ungerader 
Ordnung) erledigt sich durch Übergang von / zu 



§ 87. Beziprdke einer gaadiatüdhen Form. 
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Bemerkt sei noch, daß rnoTi nicht alle, sondern nur eine Folge ineinander- 
liegender Hauptminoren zu betrachten braucht. 

§ 87. Beziproke einer q^nadratisclLeii Form. 

/ = JEot, av ie» sei niohtsinguläre quadratische Form in fljg , . . . ,a^. 
Afg bezeichne wie gewöhnlich das algebraische Komplement von Of, 
in der Determinante 



<*11 öia . . 

• «in 

A = 

<*21 <*82 • ■ 

■ • <*an 


<**ii Una • ■ 

• <*nn 


Wir wollen die Form / der folgenden Transformation unterwerfen: 

= + -^«4+ ••• 

x, = -^a4 +“J^®a+ • • • 


Sie geht dabei über in und man hat (vgl. 

<Jix (^ . . . ai„' 

Oai 028 . . . Uan 



^81 


A 

A ‘ 

' ul 

Ai2 

^88 

■^na 

A 

A '■ 

' A 

■^in 

■^an 

in« 

A 

A *■ 

' .d 


Nun ist aber 


1-1 

1-1 

■^81 

>4 n 
•“«1 

A 

;.4 ■■ 

‘ A 

^1. 

■^88 

■^na 

A 

A “ 

■ J. 

■^in 

■^8« 

•^«n 


A ** 

* A 


U»8 




/ <*u <*ia • • 

. <»ln\ 

1 <*81 <*88 • 

• <*8» j 

\ <*»ll<*H8* 

. <*««/ 


®na' • • u»ii, 


Ou «u ‘ • «in \ / 1 0 

Ou Oga • • • ^ ^ 


0 0 


82} 


•^11 

-^18 

^X«l 

A 

.1 ■ 

■ ul 

^81 

-^88 

Ajjfg 

ul 

ul ■ 

" A 

■^ni 

-^8 

^nn 

ul 

.1 ■ 

" ^ 
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AJflo ■wird*) 




■^11 

An 

•^in 

®ii ®ia ■ ■ 

021 <<82 • • 

• ain\ 

• ain \ 

A 

Afi 

A 

A ■ 
An 

A " 

■■ A 

■^in 

■ A 

«4.1 <2 • • 

■ <n/ 

■^nl 

■^na 

■^n 



A 

A "■ 

■ A 


Daraus ergibt sich . 

Man nennt diese Form die Reziproke von /. Bildet man von f wieder 
die Reziproke, so ergibt sich /. ln der Tat ist das algebraische Kom- 
A 

plement von in der Determinante 


■^11 

An 

•^in 

A 

A ■ 

" A 

A^i 

An 


A 

A ' 

*’ A 

■^1 

•^na 

■^nn 

A 

A ; 



1 

nach § 38 gleich : A. Die Determinante selbst ist gleich ^ . Die 

Reziproke der Form f lautet also wirklich JSort ^ • 

Die Transformation, die Z' in / verwandelt, ist folgende: 


®i — ®u^ + öia *«+••• + Oin ®f» » 


4" dna 4* • • • + as» • 

Büden wir zu einer reellen niohtsingnlaren Form / die Reziproke, 
so ist sie mit / Äquivalent, hat also auch dieselbe Signatur wie /. Die 
Reziproke einer definiten Form / ist wieder definit, und zwar positiv 
oder negativ, je nachdem / positiv oder negativ ist. 


§ 88. Orthogonale Transformation einer reellen quadratischen 
Form auf die Gestalt 

Wir wollen die Zahl q einen 37 -faohen Eigenwert der reellen 
quadratischen Form JSa>rtXfXg nennen, wenn sie eine ja-fache Wurzel 

*} Maa bedenke, daJ9 Ara^^ Air ist. 



§ 88. QrÜiogonale Transf onnation einar reellen qnadiatiaolien Fenn. 
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der sogenaxmten oharakteristisohen Gleichung der Form ist, d. 1 
eine jT-faohe Wurzel der Gleichung 



Ou- 

CO Oj, . . 


D{to) = 

®ai 

Oaa — CO . . 

®an 



®n2 

• a».n — 


= 0 . 


( 1 ) 


Die Gleichungen 

(ou — ^) aöi + + 

loii aJi + ( aaa -^)*2 + 


+ »in iKn= 0, 

+ «an a5n= 0, 


®ni®l “h ®«a *2 “h • • ■ ~1" (^n q ) ^ — 9 


haben dann p unabhängige Lösimgen. Man kann nämlich zeigen, dal 
die Determinante D (^) den Rang n — p hat (vgL § 89). 

Da auch q reell ist, können wir die Lösungen des Systems (1) reel 
•annehmen. 

Wir zeigen jetzt, dafi sich p unabhängige reelle Lösungen von (1 
so wählen lassen, daß je zwei das innere Produkt (vgl. § 30) Null geben 
Man sagt von zwei solchen Lösungen, daß sie zueinander orthogonal sind 
Ist 

(2) aji, »a, .... 


eine von 0, 0, . . . , 0 verschiedene reeUe Lösung von (1), so hat man 
{xx) =a;j[+a^+...+ a^>0. 

Nun sei 

»1, a?^, ..., < 

eine von (2) unabhängige reelle Lösung des Systems (1). Dann ist auol 

{3) aii + Xari, x^ + Xx^, ..., x'^ + Xx^ oder y,, ..., y„ 

eine solche Lösung, und man kann X so wählen, daß sie zu (2) orthogona 
ist*). Man braucht nur zu bewirken, daß 

(sc' + Xx, x) = (x'x) -j- X(x x) — 0 

wird. Das tritt aber ein für ‘ 

(x'x) 


X=- 


Ist nun 


(xx)' 
Va', •• •, Xn 


*) X und ß sollen reell sein. 


Zwölftes EapiteL Idneaxe imd qnadratiBche Formen. 


eine von (2) und (3) unabhängige welle Lösung des Systems (1), so gilt 
dasselbe von 

+ fiyxt a4f + -j- ftffi, • ■ 

und bei passender Wahl yon il, ju ist sie zu (2) und (3) orthogonal. Man 
muß es nur so einriohten, daß 

{x" -\-Xx-\- fzy, x) = {<icf'x) ^.(aja;) + f^iyx) = 0, 
ix"+Xx + y) = W'y) + X[xy) + ^(yy) = 0 

wird. Da (yaj) = 0 


und (yy) ebenso wie (xx) positiv ist, so ergibt sich aus diesen beiden 
Gleichungen 

X 


fl = - 


(xx) 

i^'y) 

(yy) 


Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man p reelle Lösungen von 
(1), die paarweise orthogonal sind. Jede von diesen Lösungen können wir 
noch mit einem solchen Faktor multiplizieren, daß sie mit sich selbst 
das inn ere P rodukt 1 liefert. Z. B. genügt es bei a^, a:„ alle x 

durch y(xx) zu dividieren. 

p reelle Lösungen von (1), die paarweise orthogonal sind und mit 
sich selbst das innere Produkt 1 liefern, wollen wir ein zu dem Eigen- 
wert Q gehöriges normiertes Orthogonalsystem nennen. 

p solche Lösungen sind yon selbst unabhängig. Hätte man nämlich 
^av + /uyr + i'«r+.-.- =0 (r=l, 2, ...,n), 

so wrürde daraus folgen: 

(Xx+ luy-f »»z+ ..., a;) = 0, 

(^® + A*y + 1 '»+ y) = 0, 

(Xx -j- ^y vz -i- . . . , z) = 0, 


d. h. 
oder 


X(a;a!) = 0, ft(yy) = 0, v(zz)=^0,... 
X=0, jU = 0, v= 0, . . . 


Wir denken uns jetzt für jeden Egenwert yon av a;, ein normiertes 
Orthogonalsystem gebüdet. Schreiben wir diese Systeme untereinander 
so entsteht eine quadratische Matrix * 


ßlA • 

..An 

^»1 ßn • 

• * An 

ß»i ßnt ■ 

• . An 


( 4 ) 
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Diese Matrix hat die Eigenschaft, da!B jede Zeile 'mit sich seihst das 
innere Produkt 1 liefert, während das innere Produkt von !zwei veav 
sohiedenen Zeilen gleich Null ist. Sobald die beiden Zeilen zu demselben 
Eigenwert gehören, geht dies daraus hervor, däJB .wir für jeden Eigenr 
wert ein normiertes Orthogonelsystem aufgesohriebeh haben. Sind 

ßxi ßii • • • t ßn ßu ßlii • ‘ ßn 

zwei Zeilen von (4), die zu den Eigenwerten q und q' gehören, so 

hat man 

{<hi — "1“ ^2 ß%~\~ • • • H“ = ö , 

fha.ßi “I" (®*s — “i“ • • • H“ ^nßn ~ 0, 

dniAH“ "I“ • * • “i" Q)ßn^ (^ ■ 

und 

(®11 — 4" ®ia ^ + * • * 4" ®ln ßn = ^i 

4- (®aa — ^0 4- • • • 4“ 

+ a»i2 ^ 4- • • • 4- (®»»n — /^ = 0 

oder, anders geschrieben, 

ß»^ (fßt^ ^S^ra^a^Qßr- 

(f = 1, 2, ...,n) 

Daraus folgt aber 

ßr ßa — Q ßrßrt i 

\2<^>ßrßl'> = t'Zßrfi'r- 

K r,a . a 

Pa Or, = a»r üt, hat man 

S «r.ÄA = S «•rßlß. = 2 <*r. A'A- 

. Man darf nämlich in £a,fßlßt die beiden gleichberechtigten Indizes 
ir, 8 vertauschen. 

Durch Subtraktion ergibt sich also aus (5) 

o=(?-«')ZAA’ 

■ *■ ■■ ■ ■ I I , 

oder, da angenommen wird, 

Zßrßf=0. 

T 

Die Transformation 

Xf = ßu^L 4" ßtT^’\~ • • • 4” ßnr^ (r = 1 , 2, . . ., n) 
hat also auf, Grund der Relationen, die zwischen den ß bestehen, die Eigen- 
schaft aij 4- a| 4- ■ • • 4- ai = »J* 4- »i® + • ■.'.•■4-‘a^** 

Eowftlewihl, Determinaaten. 18 



ZvOlftsB Kapitel- Lizieaia and qaadratüohe Foimen. 

Man nennt eine Bolohe lineare Transformation orthogonal (vgl. 
hierzu § 70). 

Wenden wir diese orthogonale Transformation auf die Form 
an, so geht sie in über und die <4, hfingen mit den 

Of, in f ölender Weise zusammen: 


-( 


/ ••• «in\ 


ßn " ‘ ßii 


// 9 n- 

•^nl\ 

\ßln- 

• ßnnj 


, ßni ■ ■ • ßnn J \ Owi • : • ®fi 
Die beiden letzten Faktoren der rechten Seite geben das Produkt 


( Qißii • • • ^^nl\ 
Qlßln • • • Qnßnn/ 


Dabei sind . . ., ^ die Eigenv^e von JSttfgXfXgj und zwar ist jeder 
so oft aufgesohrieben, als seine Vielfaohheit verlangt. 

Auf Grund der Relationen zwischen den ß ist mm weiter 


Ißn- 


1 Qißii 


• ßnn) 



so daß man hat 


• • Qnßnn 




Hiermit ist bewiesen, daß jede reelle quadratische Form durch eine 
orthogonale Transformation auf die Gestalt gebracht werden kann. 

§ 89. Hermitesche Formen. 

h= ssi eine Bilinearfonn, bei der Or, und konjugiert 

komplex sind (r, a = 1, 2, . . ., n). av ^ mögen ebenfalls konjugiert 
komplex sein. 

Eine solche Bilinearform nennit man eine Hermitesche Form. 

Wir wollen die Betrachtungen des § 88 auf diese Formen übertragen. 
Die Gleichung 

' Oll •— <ö flis • . • «in 


D((o) = 


Oj,— Cö 


®an 


= 0 


0,11 Ont • • • Onn — <0 \ 

heißt die charakteristische Gleichung der Form h. Ihre Wurzeln sind 
sBmtlich reell, wie wir wissen. 



§ 89. Hennitesdhe Formen. 


195 


Ist CO = ^ eine p-faohe Wurzel dieser Gleichung, so hat, wie wir jetzt 
zeigen wollen, die Determinante D (^) den Rang n — •p. 

Wir bezeichnen mit ä die zu a konjugierte komplexe Zahl und bilden 



«11-" 

CO 

«in 

D{(o) = 

flai 

öaa <0, 

«an 


«ni 


, . finn — ® 


jD(co) entsteht aus jD(co) durch Vertauschung der Zeilen mit den Spalten. 
jD(cu) imd D(ü)) sind also miteinander identisch. 

Wenn nun ^ eine p-fache Wurzel von jD(o?) ist, so hat die Gleichung 

+ tt) jD(p — m) = 0 


die 2p-fache Wurzel « = 0. 
zienten von 


Daher müssen in dieser Gleichung die Koeffi- 

tt®, tt®, . . . , 


gleich Null sein, während der Koeffizient von ungleich Null ist. 
Der Koeffizient von ist aber gleich 




Dabei ist Jf»— fc ^ (» — Äj)-reihiger von D(p) und Mn—k der ent- 
sprechende Minor in D(^). Die Summation , erstreckt sich über alle der- 
artigen Minoren. Da Mn—kMn—k das Produkt von zwei konjugierten 
Zahlen ist, so ist es positiv und nur dann gleich Null, wenn ver- 

schwindet. Aus 

folgt also, daß in D(p) alle mehr als (n — p)-reihigen Minoren gleich 
Null sind. Soll aber _ 

'ZUn-pM.-f + Q 

sein, so dürfen in i)(p) nicht alle {n — p)-reihigen Minoren verschwinden. 
Die Determinante D\q) hat demnach den Rang n — p. 

Das Gleichungssystem 

(flu — fli2 “f“, ■ ■ • H“ fliii ^ = 0 > 

. flsi»i+ (A m — ••• +®an®»==0, 

,fl»iaa + fln»»a+ • + (flht. — p)a!n= 0 

läßt p unabhängige Lösungen zu. 


13 * 
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Z^]fte6 Eiapitel. lineare und quadratische Formen. 


Ist 

( 2 ) , x^, Xgf . . 

eine von 0, 0, . . 0 verschiedene Lösung von (1), so wird 

(ajÄ) = a^äi+ a!gäa+ . . . + > 0 

sein. Dividiert man durch ]/(a;^, so entsteht ein Wert- 

system, das mit dem konjugierten das innere' Produkt 1 liefert. 

Wir können also erreichen, da6 die Lösung (2) die Eigenschaft 

(xx) = 1 

hat. 

Nun sei a^, a4, . . ., aj, 


eine von (2) unahhöngige Lösung von (1). Dasselbe gilt dann von 
(3) + Aa^, a4+ Aa^, a4+ X®« oder yi, j/s, • . ^n» 

und bei geeigneter Wahl von X ist 

(yp) = 0. 

Man braucht nämlich nur zu bewirken, daß 

(®'®) + — 0, 

d. h. 

A = — (a:'®) 

wird. 

Durch Multiplikation mit i:]/(y|) läßt sich erreichen, daß die 
Lösung (3) die Eigenschaft 
- ^ (yy)=i 

hat. 

Gibt es eine von (2) und (3) unabhängige Lösung des Systems (1) 
etwa 1 \ n 

BO ist auch 

oder + + ** + *'*• + /'» + + 

eine solche. X, fx lassen sich in der Weise wählen, daß 

(«®) = 0 , (« y )=:0 

ist. Diese Gleichungen lauten' nämlich, ausführlich geschrieben, 

i^'^ + X(xx)-\- fx{yx)t=sO, 
i^'f) + X{xp)-^ ß{yg)^() 


oder 
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Durch Multiplikation mit 1 : y(iBS) gewinnt (4) die Eigenschaft 

(ä2) — 1. 


In dieser Weise kann man fortfahren, bis man p Lösungen yon (1) hat. 

Wir wollen diese <p Lösungen ein zu ^ gehöriges normiertes Ortho- 
gonalsystem nennen*), q selbst bezeichnen wir als einen p-fachen 
Eigenwert der Hermiteschen Form. 

Jetzt denken wir uns zu jedem Eigenwert der Form ein normiertes 
Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme untereinander, 
so entsteht eine quadratische Matrix 


ßii ßi% * 
ßn ßtt • 

ßm ßnt • 


• • ßin 

• • ßtn 


in der je zwei ZeUen zueinander orthogonal sind und jede Zeile mit dem 
zu ihr konjugierten Wertsystem das innere Produkt 1 liefert. Es zeigt 
sich nämlich, daß zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige Zeilen 
von selbst zueinander orthogonal sind. Man kann diese Beziehungen auch 
in folgender Weise zusammenfassen. 

Setzt man 


( 5 ) 

so ist 


®r = ^if t/i + ßzr !/*+•••+ ßnr Vn 

(r= 1, 2, ..., n), 
ixx) = (y§). 


Wir wollen die Transformation (5) auf Grund dieser Eigenschaft 
orthogonal nennen. Im Falle reeller ß haben wir dann eine orthogonale 
Transformation im bisherigen Sinne, nämlich eine Transformation mit 
der Eigenschaft 

(asa) = {yy). 

Jetzt wenden wir auf die Hermitesche Form JSora^^a die. Trans- 
formation 

(6) — ßir *1 “I" ßir • • • “}~ ßnr 

(r= 1, 2, ..., n) 

an. Wir müssen dann, da Xr und Xf konjugiert komplex sind, 

^r= ßlrh.~^ ßtr^-\- ‘ ßnr^ 

setzen. 


*) Zwei komplexe Wertajeteme a^, aig , . . Xn und y^, y^, • • •, y» beiden zu- 
einander orthogonal, -venn eins mit dem ]tonjngierten des andern das innere Produkt 
Ntdl liefert: ((Cp) = 0. Dann ist auch (Sy)B=0. 
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Z\701fties Kapitel. Lmeare and qoadratieohe Fonnen. 


Dabei geht JSctfaiCr^ in und man hat nach § 81 


®ni • • • C»n j 
fiu • • • fiin \ l^hX'" ®ln 



„ . . t ßi^X • • • ßnn 

Nun ist aber 

^Ou . . . ai„\ Iß^ • ■ . ^ni 


^ (hßu. • • • Qtißtix 
{Qlßxn ■ ■ • Qnßnnt 



1^1 ■ • • O^nJ \ßxn • • • ßnm ■ ■ • ^^'nn/ 

Datei sind p,, . . ^ die Eigenwerte von jeder mit der 

entsprechenden Vielfachheit geschrieben. 

Ferner hat man 

ßn • • • Aii\ / Qxßn • • • (}nßnx 
, ßnx • • • ßnnj XQxßxn • - ■ Qnßnnt ^ - - - . , 

Die orthogonale Transformation (6) verwandelt also 

in Qa^a^’ 

Die zu (6) inverse Transformation lautet 

^ ~ ßrx^ + ^ri®a + • ■ • + ßrn^ *) 

(»• = 1, 2, . n). 

Sie ist ebenfalls orthogonal und verwandelt JS^a^aS, in ^ar,Xräa. 

§ 90. Definite Hermitesche Formen. 

Eine Hermitesche Form hat stets einen reellen Wert. 

Die zu 'V' - 

flft ®r 

konjugierte komplexe Zahl lautet nSmlich 

f und a.sind aber gleichberechtigte Indizes. Es ist also 

mithin . "V - _ 

^a ^SBa== äfg XfXg. 

^W.2 t? /r to .„it der Dete. 

also auch hier ^eich 1 (ygL § ^ ^ einer orthogonalen Determinante ist 
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Es gibt Hermitesche Formen, die niemals negativ sind, und ebenso 
solche, die niemals positiv sind. Man nennt diese Formen positive 
bzw. negative Hermitesche Formen und beide zusammen definite 
Hermitesche Formen. Die andern Hermiteschen Formen heißen 
indefinit. Die letzteren haben sowohl positive als auch negative Werte. 

Durch eine orthogonale Transformation läßt sich, wie wir wissen, 
erreichen, daß 

wird. Die beiden Hermiteschen Formen 

^Ora^r^a Ulld 

sind also entweder beide definit oder beide indefiboit. 

Soll nun ^ 

Qa^s^ . 

z. B. positiv sein, so darf kein q negativ sein. Wäre z. B. q, < 0, so 
setze TTiqTi Zg — i und alle übrigen z gleich Null. Dann wird die obige 
Hermitesche Form gleich ^s, also negativ, gegen die Voraussetzung. 
Sind aber alle q positiv oder Null, so sind die Glieder jedenfalls 
nicht negativ. Die Hermitesche Form ist also in diesem Falle sicher 
definit. 

Es gilt demnach folgender Satz: 

Eine Hermitesche Form ist dann und nur dann positiv, 
wenn keiner ihrer Eigenwerte negativ ist, und dann und nur 
dann negativ, wenn keiner ihrer Eigenwerte positiv ist. 

Sie ist also dann und nur dann definit, wenn alle ihre Eigenwerte 
dasselbe Zeichen haben. 


§ 91. TrSgbieltsgeBetz der Hermltesehen Formeiu 

Wir wissen, daß sich eine Hermitesche Form JS(ira ^^a immer auf 
die Gestalt ^ 

bringen läßt, und zwar durch eine nichtsinguläre lineare Transformation. 

Wenn die Hermitesche Form den Rang m hat*),. so sind m Koeffi- 
zienten c ungleich Null. 

Unter diesen nichtverschwindenden c möge es nun p positive und 
q negative gdjen**). Es stellt sich dann heraus, daß p — q immer den- 
selben Wert hat, wie man auch die Reduktion auf ausführt. 

p — q heißt die Signatur der Hermiteschen Form. 

*) d. h. die Detenoiiuuate der Fonn vom Bonge m ist. 

*•) Die c sind alle reelL 
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DreizelmtGS Kapitel. FanktionaldfitanDmaiiten. 


Der Beweis wird Ähnlich wie in § 85 geführt. 

Nennt man zwei Hermitesche Formen äquivalent, wenn sie 
sich durch eine niohtsinguläre lineare Transformation ineinander über- 
führen lassen, so gilt folgender Satz: 

Zwei Hermitesche Formen sind dann und nur dann äqui- 
valent, wenn sie denselben Rang und dieselbe Signatur haben. 


Dreizehntes Kapitel. 

Fnilktionaldeteiiiiiiianten. 


§ 02. Foiüdloiiahiiatrlx. 

• Wir betrachten m Funktionen von n reellen Veränderlichen: 

^«2» •••» ®n)i «a, ..., ai,) 

und bilden aus ihren ersten Ableitungen die folgende Matrix: 

dui duj diij 

Sxi dx^ dXn 

dwg SUj - • ' 

Sxi dx^ daon 

dxi <9 «g 5 

Man neimt sie die FunktionaJmatrix von «i, «g, nach 

• • • j ®if 

Im Fafle m=7i ist die Matrix quadratisch. Ihre Determinante 
h^t dann die Funktionaldeterminante oder die Jacobische 
Determmante von ««g, ..., «n nadi ®j, a^, ..., x^. 

Man bezeichnet die Funktionaldetenninante, weil sie sich als Ver- 
allgememerung einte Differentialquotimiten auffassen läßt, mit 

®ai 

Eine andere; häufig benutzte Bezeichnung ist diese : 

«a, 

, 

*) Hanohe Autoren sohraibeii 8 oder D statt d. ■ 
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Man hat also 


ttg, 

«n) 

«a» 


" “ • J 

®b) "" 

Va^, ajg, 


du^ 

dui 



dxi 

dx^ 

dXn 


du^ 

duj^ 

du^ 

== 

dxi 

dx^ 

dXft 


dUn 

dUn 

dUn 


dxi 

dx^ 

dx^ 



ln der r-ten Zeile st^en die Ableitungen von ttr, in der r-ten Spalte 
die -Ableitungen naoh av> 

Sind %, Un lineare Formen in Xi, a^, so ist die 

Funktionaldeterminante niohts anderes als die Determinante dieser 
Linearformen. Man hat nfimlioh, wenn 


itf — “h “h • • • “I" 
ist (f =s 1, 2, .... n), 



öii ®ia • • 

• ®in 


<*21 ®jB . . 

• ®Bn 

• • M ®») 

®rn ®»ia * 

• • 


§ 93. Die Fiuüdloiialdeteriiiliiaiite als Quotient tob zwei 
IHfferentMdeteriniiuiiiteii. 

Wir betrachten n Systeme von Differentialen der unabhängigen 
Veränderlichen Xi, scg, . . x„: 


( 1 ) 


d^Xij dl Xg, . 

«iiaVi 

d, ®1, (Zg Xj, . 


d^Xi, dft Xg, 

, d)i 


Ersetzen wir in dem Differential Yon v, 

du, , . dv^ j . , du, - 

+ IST**** + • • • + 

dx-i^ (Z^s, . . dxn durch 
so Yerwandelt sich du, in 
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Ist nun die Determinante der Matrix ( 1 ) ungleioh Null, so hat man 


diUi dl u^. 

. diUn 


dl Xi dl x^ . 

..diXn 

d^Ui da «* . 

. d^Un 

: 

d^Xi d^x^. 

. d^Xn 

d^Ui d^Uf . 

■ 4«» 


dn<h. dn^ . 

• dn a^i 


tt,, Iln) 

d{Zi, 


Die Fhmktionaldeterminante ist hiermit als Quotient zweier Differential- 
determinanten dargestellt, d. h. zweier Determinanten, deren Elemente 
Differentiale sind. 

Eine Funktion i£, die in einer gewissen Umgebung des Wertsystems 
x^, . . Xn definiert ist, kann so beschaffen sein, daß der Quotient 

Ju — du 

\dx^\-\- ... -\-\dXn\ 

gleichzeitig mit 

I I + • • • + I I 


nach Null konvergiert. Dabei soU 


/lv.==u{x^-{-dxy_, ..., x^^da^) — u{x^, ..., rB„), 

und 

I I + • • • + I dxr^ I > 0 

sein. 

Wir wollen von einer solchen Funktion u sagen, daß sie an der Stelle 
*1, ...» a« ein eigentliches Differential besitzt oder eigentlich 

differenzierbar ist. 

Wenn 1*1, Wj, . . ., an der Stelle a^» ®a» • • •» ain eigentlich diffe- 
renzierbar sind, so läßt sich zeigen, daß der Quotient*) 


"1 "1 "1 ^ • -"1 ^ 
•^2^ 


d^Xi dyX^ . . , dl x^ 
d^Xi d^x^ ... d^x^ 


dfiXi df^Qi^ . . . d^Xfi 


I dn «1 ^ . . . K», j 

bei nach Null konvergierenden dx dem Grenzwert 

^a» ••■» «>») 

* _ ^(aü» a;,, 

zustrebt. 


*) 4 .Ui — »»). 
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Dabei müssen aber die dx noch, einer Bedingung unterworfen werden. 
Daß der Satz nicht alTg emflin gilt, sieht man an folgendem Beispiel, das 
sich auf den Fall n = 2 bezieht. 

1*1 = 1*8 ~ 
d^Xy = d, dyX^ = d, 
d^Xy = — d, daJCg = — d + d*. 

1 0 
0 2x^\ 


Hier ist 
ferner 


d(i*i, ^a) _ 


= 2ajj, 


Jytty 


d, 2 x ^6 + i* 

JgUy JgUg 


-i, 2 «, (-« + «•) + (-»+«•)• 


und 


also 


= 2a:* + 2-2d + d>. 


= 2a;,d*+d» (2 - 2d + d*) 

dyXy dyX^ 
d^ Xy d^ 

jdy 1*1 ^y 1*8 ^ Xy dy X^ 

1*1 ^8 ^ Xy d^ Xj^ 

Lassen wir d ri a nb Null konvergieren, so strebt dieser Quotient nicht 
dem Grenzwert = 2®8 zru, sondern dem Grenzwert 

d(Xy, Xg) 

2 *8 H“ 2 . 

Firifl erste Bedingung, die wir den dx auferlegen müssen, ist 
die, daß i ■, j j 

dyXy dyXg . . . dy X„ 


4=0 


d8 ^1 ^Xg ... <^8 SB» I 
d^Xy d,f Xg . . , d„ x^ 
Ot^\dt Xy\-\- ... + 


ist. 

Die Summen 
sind also alle positiv. 

Wir wollen jetzt den dx noch die weitere Bedingung vorschreiben, 
daß die Determinante 


d^aji 

dyXg 

äiXn 

Ol 

Ol 

Ol 

dgXy 

dgXg 

d^Xn 

o% 

Oi 

o% 

dnXy 

dnXg 

dnXn 


On 


OyOg 


On 


dl Xy dy Xg 

. dyXn 

dgXi dtXg . 

. dgXn 

dnXy dnXg . 

. dnXn 


On On 
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ihrem Betrage nach gröfier bleibt als eine feste 
also während des Grenzüberganges, den wir vorzun**^; 

dl *2 

dj iSi da . dj 

dni»! 4«a ••• 

absolut genommen gröBer bleibt als JToi o, . . . Un . 

Wenn diese Fordm^ung erfüllt ist und die Funkti«^’^: 
Xi, x^, . . eigentlich differenzierbar sind, so wir<^; 

( \ diSSi dl®* . ' 

. d|a^ da®2 * 


Setzen wir nämlich 

-dr«, 

so zerlegt sieb 

(1) 


«a ... JnW» 

4®! 6 

_ d(«i, Ms. ••• 

, M») . 

d{Xi, ®8. • •• 

, a^) 

— tLu 1 

- dr«. 


fff 

dl«* ... 

-diM* 

JfVi . . . 

-da% 

-dn«! ^»«s • 

•dnM», 


in 2" Determinanten; denn jedes Element ist csx 
die Summe von 

, . drUg — dfU, 

d,%t, und -- -- — -^-^• 0 ',. 

Or ; 

Wir können hier also wiederholt den Satz 6 aus § 14 
der 2" Determinanten lautet 


Sie befert, durch 


ditti d^Oa . . 


da«! da Ms . 

. da Mn 

«^«1 <^Ma . 

■ dnMn 


«^®i t^®a . 

• di®n 

da®i da®a . 

. da®;, 

dn 9^ ®s • 

• • 


( 2 ) 
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dividiert, 


(Z(ui, u 






. ^(* 1 , a:„) 

Unter den 2* Determinanten, in die VTir (1) zerlegt haben, kommt 
auch die folgende vor: 


JiUi — d-tV» 

— = • Oi . . 

^lV>n — diUn 

■ 

(fl 

^n^i — dnUi _ 

J^Un — d^Un ^ 

(fn 

vfi • • 
(fn 


Dividieren wir sie durch die Determinante (2), so ergibt sich 


jdlUi — diUi JiUn — diUr^ 


diXi diXfg 

(fl (fl 

1 


^nVti dr^ff>i ^n^ df^U^ 

1 


(fn (fn 


(fn (fn 


Der Nenner dieses Bruches ist seinem Betrage nach größer als die 
positive Zahl K. Die Elemente des Zählers konvergieren alle nach Null. 
Also konvergiert auch der Zähler selbst nach Null (vgl. § 15), und das- 
selbe gilt von dem Bruch. 

Jetzt bleiben von unseren 2” Determinanten nur noch diejenigen, 
übrig, deren Zeilen in zwei Arten zerfallen, solche von der Form 

• <Tr, 0fr 

Or (fr 

und solche von der Form > • • • } • 


Wenn wir eine solche Determinante durch (2) dividieren und dem. 
so entstehenden Bruch den Nenner 


diXi diXn 
” ■ Ol 


I On 0» I 

geben, so ist der Zähler eine Determinante, dld teils Zeilen von der Form. 

jjrUi — drUi Jr^ — drUr, 

.Of (fr . 


enthält, teils solche von der Form 

dfUn 



206 Dreizehntefl Eintel, FaiilticaialdeteüciniiiAiiten. 

Es möge p Zeilen von der ersten und q Zeilen von der zweiten Art 
geben. 

Entwickelt man diese Determinante nach den Zeilen erster Art, so 
ergibt sich eine Suitnrne von Produkten. Der eine Faktor eines solchen 
Produktes ist eine p-reihige Determinante, deren Elemente von der Form 


Gr 


sind. Dieser Faktor hat also den Grundwert Null. Der andere Faktor 
ist eine g-reihige Determinante, deren Elemente von der Form 

Gr dxx Gr " ‘ d Gf ' 


Q 

Ist M die absolut größte unter den Ableitungen — , so wird 

Cf tC 

+ ••• + -äf. 

Alle Elemente unserer g-reihigen Determinante sind ihrem Betrage nach 
kleiner als M. Die Determinante selbst ist daher absolut genommen 
kleiner als glM». 

Die betrachtete Zählerdeterminante konvergiert also nach Null 

Der obige Beweis gestaltet sich einfacher, wenn die beim Grenz- 

^ergange ihre gegenseitigen Verhältnisse und ihre Zeichen nicht ändern 
Dann genügt es, 


in der Form 


“^1 % ■ " 


diZi... diXn 

... 


änXi...dr^Xr^ 




Oi Gl 


Ol Ol 

• hm • ' 



Oil d» 


On Gn 


zu schreiben. 

Dop Nenner hat jetet einen konstanten Wert nnd der Zthler strebt 


wegen 


^ Gr J ^ 
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dem Grenzwert 


AiUi 

dlUn 


(Tl 

d^ui 


On 

fffi 


§ 94. Der Mnltlplllcationssatz. 

Wir betrachten n zusammengesetzte Funktionen 

Ul (vi (xi, . . JE»), . . »«(*!,..., asn))t 

(asj, . . . , Xf ^) , . . Vfi (jCi, . . . , as»)) ^ 


«w •••1 «f»)i •••» «fl (ahi *»))• 


Es sind also die u Eunktionen der v und die v Funktionen der x. 

dv • • 

Wenn die Ableitungen -g-^ an der Stelle ajj, x^, x„ existieren 

dur 


und die Ableitungen an der entsprechenden Stelle v,, «« 

w Vg 

stetig sind**), so gelten, wie in der Diflerentialrechnung bewiesen wird***), 
die Formeln 


dUf dUf dVj 


dxg 


+ ... 


dUr dv„ 


dvi dxg ' ” ’ ' dvn dXt 
(r, a= 1, 2, ..., »). 


Aus ihnen folgt auf Grund des MultipUkationssatzes (vgL § 32) 


dui Sui 

Bui 


Bui Bui 

8ui 


Bvi Bvi 

Bvi 

Bxy dx^ 

■ BXy, 


3vi Bv^” 

■ ^«n 


Bxi BXf 

'■ BXn 

du^ du^ 

Bu^ 


Bu^ Bu^ 

BUf 


Bvf BVf 

8 Vf 

dxidx^ 

' BXn 

= 

Bvi Bv^ ” 

’ ^«n 


BxiBXf' 

■■ BXr^ 

dUn dUn 

Bun 


Bun Bu„ 

Bu„ 


BVr^BVn 

BVn 

Bxi Bx^ 

" Sx„ 


Bvi B Vf ' ’ 

’ BVn 


8xi BXf 

" BXn 


Man setze bei Ausführung der Multiplikation die Zeilen der ersten 
mit den Spalten der zweiten Determinante zusammen. 


•) Die sind ebenso wie die konstant. 

ö’f Cr 

**) Wir nehmen an, daß diese Ableibingen in einer gewissen Umgebniig von «x, 
«I, . . ., 1% existieren. 

*""*) YgL meine „Gmndzflge der Tnfiniteshnalreehnnng*' S.180. 
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Die obige Formel läßt sich auöh so schreiben; 

Mn) ^ ttg, %) d{Vx, Vj, •••» Vn) 

dixi, Zt, a^) divif , v„) d{zi, Xi, . . . , Xn) 

Sie besagt, daß die Fnnktionaldeterminante der u nach den z 
erhalten wird, indem man zuerst die Funktionaldeterminante 
der u nach den v bildet und sie dann mit der Funktionaldeter- 
minante der V nach den z multipliziert. 

Im Falle » *= 1 ist dies die bekannte Regel für die Differentiation 


einer zusammengesetzten Funktion. 

Man Irnnn die Formel (1) auch so beweisen: Nach dem Multiplikations- 
satz der Determinanten ist 




dl Vi.. 

. dl Vn 

_ d(vi, . 

■M »n) 

dl Xi . 

..diXn 



! 

dnVi.. 

• dn Vn 

d{zi, . 


dn »1 ■ 

• - dfi Xf^ 


und 


dl Ul.. 

. dl Un 

_ d(«i, . 


dl Vi . 

..diVn 




dnUi“ 

■ dnUn 

d(«i, . 

«n) 

dn «1 • 



also 









dl Ul . 

..diUn 

__ d{Ui, ...,!««) 

d{Vi, .. 

•, «n) 

diXi.. 

. dl Zr^ 


dn «1 . 

• • d» % 

d{v 

i, •••, «») 

d{xi, . 

• •> 

dn Xi.. 

• dn 

Anc 

lererseits hat man aber 







dl Ul.. 

• dl «H 

_ d(%. 

...,%) 

dl Zi 

. . . dl Xn 




4 «1 •• 

• dn % 

d{zi, 

..., z^) 

dn Xi 

. . . dm Xm 



Mithin gilt die Formel (1). 

Es wird hei dem obigen Beweis benutzt, daß das Differential von du 


lautet, ob nun . 
liehen sind. 


du du . 


dv^ 

,, oder z^, . 


., die unabhängigen Veränder- 


§ 95. Eine JLnwendniig des MnltipUkatlonssatzes der 
FmiktionaldetermüiAnten. 

Die Determinante JD der Bilinearfonn 


ist (vgl. den Schluß von § 92) glmph der PHmktionaldeterminante der 
Lidearförmen 

I'r = ari»i + (r = .l, 2, ..., n). 
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Wff wollen jetzt auf / die linearen Transformationen 

^ = ßrx + ßrt + • • • + ßrn 
Vr = yriVi -h yrty2 + + yrnVn 

(r= 1, 2, n) 

anwenden. 

Dabei gehe / in f = 

über. 

Wir können den Übergang von f txi f auch in zwei Schritten aus- 
führen, nämlich so, daß wir zuerst die x und dann erst die y linear 
transformieren. 

Schreiben wir / in der Form 

f = 'Z'^,Xr, 

BO verwandelt es sich bei der linearen Transformation 

Zf — ßf^ x{ + j9,t + • • • 4“ ßm ^ (♦*=1,2,...,») 

und dabei ist 

Tf = ßir 7i -j- ßtr7f ßnf7n (f = 1, 2, . . ., »). 

Jetzt brauchen wir, um m f zu gelangen, nur noch 

Vr — yn !/i + yra ys + • • • + yrn yh (r = 1 j 2 , . . . , n) 

zu setzen. 

Um die Determinante B' yon f zu finden, benutze man, daß 

d{yUyL..., yk) 

ist. 


Nach § 94 hat man 

. diJU 


<*(?{> •••. yü 

und dm ri) _ 

d{yi, 

d{7U * 

y.i ■••}'.» 

..,Ti) d{Tr r.) 

<2(yii , yn) 

d{7i, . 

. "j 7fi) d(yx} • ■ yn) 


ßn ... 

ßnl 

= 

, 

. . B. 


ßi.--- 

ßnn 

Demnach ist 



all ...aln ßn 

• ßni 

®n . • . ^n yu • . ■ yin 

• • • ®»n ßln • • 

• ßnn 

Oni . . . Onn ym • ■ . ynn 
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§ 96. Andere AnffüEiSSimgr des MnltlplUcationssatzes. 

In § 94 heJben wir im Gmnde genommen noch mehr bewiesen, 
als nur die Formel 

d(«i, ^ d(«i, Uh) d(vi, 

d(xi, Xn) d(vi, vj d(®i, ...,Zn)‘ 

Wir haben nSmlioh auch bewiesen, daß 

( ^«1 3ui\ /dui dui\ /dvi dvi 

^Vfi l 1 fMnI l ^n dVn 

Sxi ■ ■ ■ Sx„/ \Svi ' ' ‘ dvj \da;i ' ‘ ' dx^i 

ist (vgl. § 81). 

In der Tat ergibt sich auf der rechten Seite durch Zusammezisetzung 

der r*“ Zeile des ersten mit der s*“ Spalte des zweiten Faktors gerade . 

dxa 

Die Formel (1) behalt also ihre Gültigkeit, wenn wir die Symbole 

«n) d(ui, . .., Mn) d(t;i, . . Ob) 

•• •, SK») ’ Vb) ’ d(Xi,...,USn) 

nicht mehr als Funktionaldeterminanten, sondern als Funktionalmatrizen 
auffassen, und zwar als die drei Funktionalmatrizen, die in Formel (2) 
stehen. 

Die Schlußformel in § 95 lautet bei dieser Auffassung: 

(ßu. • • • finl 


f<^i . . . oi„ 





§ 97. Funktionen nüt nlditverschwlndender Funktlonal- 
determlniinte. 

Wir beschranken uns der größeren Deutlichkeit halber auf den 
Fall n = 2. . 

Die beiden unabhängigen Veränderlichen x, y wollen wir als recht- 
winklige Punktkoordinaten in einer Ebene E betrachten*). 

^ y)i (®j y) mögen in dem Quadra.t 


md T«tad«lid» 
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stetige erste Ableitüngen besitzen. Wie bezeichnen diese Ableitungen- 
in folgender Weise: 

d v> du 

d V , d V 

Außerdem machen wir noch die Annahme, daß an der Stelle (a^, y^) 
die Funktionaldeterminante 

d(u, v) 

y) 


ungleich Null ist. 


Wir setzen also voraus 


%(«o. Vo) 
(®o, yo) 


yo) 

Vs(®o, yo) 


4=0. 


Wegen der Stetigkeit yon läßt sich dann in dem 

Quadrat (1) ein anderes 

iQ) |y — yol^ft 

so wählen, daß die Determinante 

lox “1 (®. y) y) 

^ vi(*',y') y^) 

von Null verschieden ist, wie man auch die Punkte (x, y) und (a/, y') in 
dem Quadrat Q wählen mag. 

Wir wollen jetzt 

(3) l=w(ir, y), T^ = v{x,y) 

als rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Ebene (£ betrachten. 

Durch die Gleichungen (3) wird dann jedem Punkt (x, y) von Q 
ein bestimmter Punkt (x, q) in der Ebene (£ zugeordnet, (x, t)) möge 
der Bildpunkt von (x, y) heißen. 

Es läßt sich zeigen, daß verschiedene Punkte von Q verschiedene 
Bildpunkte haben. 

Hätten (Xi, yj) und (a;^, y,) denselben Bildpunkt, so wäre 

^(»a. y*) — «(»!> yi) = 0, 

y*) — *» (®i, yi) = 0. 


Nach einem Satze der Differentialrechnung ist aber 

(4) / y) + (ya -- yi)“a{®, y), 

^ \ V («a, ya) - ® (®1» yi) (»a — »i)»x(®'i y') + (ya - yi)«a(»', y')- 

Dabei siud (x, y) und (a/, Punkte auf der Verbindungsstreoke von 
<aji, und («a, y^). Liegen also (a;,, y^) beide in Q, so gilt das- 

14* 
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Selbe lroii (a;, y), (»', y'). Die Detenmnante (2) ist aber von Null ver- 
schieden. Es folgt also aus 


(sK, - ai)i*i(a;, y) + iVt - V) = 0, 

(asi - ai) »1 (a?', + (y> - ^i) H («?', J/') = 0 

nach § 22 a;, — 3:^ = 0, y* — = 0, 


d. h. die Punkte (%, yj, («j, yj sind nicht verschieden. 

Wenn wir zu jedem Punkt von Q den Bildpunkt suchen, so en’tstfdit 
in (£ eine Menge von lauter verschiedenen Punkten. Wir 'wollten sie , 
mit bezeichnen. 

Jedem Punkt (x, von jQ entspricht ein und nur ein Punkt y) 
von Q, nfimlich derjenige, dessen Bildpunkt (z, p) ist. 

Auf Grund unserer Voraussetzungen sind die Funktionen y), 

v(Xy y) in Q stetig. Ist also 

(«1, yi), (a;„y,), (®8, ys), ... 


eine konvergente Punktfolge*) in Q, so ist die Folge der Bildp linkte 


(3^1 ^|)> (Ssj^s)» ••• 
eine konvergente Punktfolge in JQ. 

Das Umgekehrte gilt aber auch. Jeder konvergenten Puiikt- 
folge in ü entspricht eine konvergente Punktfolge in Q* 

Ist (Zi, Pi), (igj^a)» (3E8»9a)> ••• eine beliebige Punktfolgo in JQ, ko 
entspricht ihr eine Punktfolge y^), (a:,, y,), («3, y*), ... in iNiin ; 

hat jede beschränkte Punktfolge, d.h. jede Punktfol^, die sicH |^nnz ; 
in ein Quadrat einschließen läßt, mindestens einen Häufungspunk t**). ; 
Ist (a;, y) ein Häufungspunkt für (a^, y^), (x,, y,), (xj, yj), . . . , so läßt ' 
sich aus dieser Folge eine Teilfolge {xi, y/), (x^, y^), (x^,yi{), , . . her- : 
aiMgreifen, die nach (x, y) konvergiert***). Die zugehörigen Bildptinkte 
(*ij pi)j (xa?^a)i (3^j ^)i ••• konvergieren dann nach (z,p), doxn Hild-' 
pmalrt von (x, y). Wenn also (Zi, pj, (Zj, p*), (Za, p#), ... eine konvergent« ! 
Punktfolge ist, so muß sie gerade nach (z, p) konvergieren. Daraus können ■ 
TO Bohliaßan (M die Folg» ... aur oinoni 

Häufungspunkt hat; denn sein Bildpunkt ist ein ganz bestimintor, näin- i 
^ der ftmtt, aaoli welchem die Folge (s,,?,), (i,, 9,), ...,j 


*) Damit meinen 'wir, daß lim Xn und lim yn existieren. i 

Glied® iter Fo^ ™ HRufangq)imkt besohriebenen Breis liegen nnendlick viele i 

sei d® 

“Punkt,. 
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Eine besohränkte Puiiktfolg;e mit einem flinrngfiTi Häufungspunkt 
wt nichts anderes als eine konvergente Punktfolge. Also ist (aji, 
yi)j («Tj» 2 ^ 3)1 ••• konvergent. 

Wir sehen aus der obigen Betrachtung zugleich, daß der Punkt 
(x, 9 ), nach welchem die Folge (%,T)i), (Xsi^la)» ••• konvergiert, 

mit zu jQ gehört. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt mnTi jQ eine ab- 
geschlossene Punktmenge. 

Jetzt sei Q der Inbegriff der Randpunkte von Q und Q der Inbegriff 
ihrer Bildpunkte. Ferner sei (x, y) ein beliebiger Punkt im Innern 
von Q und (s, p) sein Bildpunkt. Dann l^t sich um (3E, p) ein Kreis Ä 
beschreiben, in welchem keiu Punkt von £1 liegt. sei der Kreis, der 
mn (x, mit dem Radius 1/n beschrieben ist (n = 1, 2, 3, . . .). Gfibe 
es in jedem 5t» einen Punkt (i», 5 ») von Qi so hätte man 

limi» = i, ]im 5 „ = ;). 

Dann wäre auch lim^= », limy„= y, 

was offenbar unmöglich ist, weil {x,y) im Innern und (^, ff») auf dem 
Rande von Q liegt. 

Es gibt also einen Kreis 5t von der gewünschten Beschaffenheit, 
t sei der Radius von 5t und St' ein konzentrischer Kreis mit dem Radius x/2. 

Ist dann (ae', p') ein Punkt in 5t', so Hegt er näher an (x, ^), als an 
irgendeinem PWkt von JQ. 

Dies bedeutet aber, daß die Funktion*) 

u) (Z, 7) = {«(Z, T) - X'}“ + {i;(Z, T) - i)'}* 

an der Stelle (a;, y) im Innern von Q kleiner ist als auf dem Rande 
von Q. Daraus können wir aber folgern, daß der kleinste Wert dieser 
Funktion im Innern von Q, etwa an der Stelle (a:', j/) eintritt. An dieser 
Stelle müssen aber die Ableitungen 

T l? = ^ “1 + {»(-r. y) - 9'} »1 (X, j); 

r)-3s'}«,(z, r) + {»(z, d- 9 '}«,(z, d 

verschwinden, d. h. es müssen die Gleichungen gelten: 

y') - l'} lix (a/, y') + {«(*', y') — (z', y') = 0 , 

{«(aj', y') -l'>iia(a:', y') + (v(®', y') — p'} v* (a/, y') = 0 . 


*) Mit Z, Y bezeichnen vir veriinderliche Koordinaten. 
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y') 

s/) 


i/) 


+ 0 


ist, 80 folgt aus diesen Gleiohungen 


x' = u(x',t/), y'). 


(i'j 9 ') ist also der Bildpunkt von («', ^), d. h. (se', t^') gehört zu Q. 

(£^ war ein beliebiger Punkt in dem Kreise den wir um (x, i^) 
beschrieben batten. Dieser Kreis jV entbfilt also nur Punkte von Q. 

Damit haben wir bewiesen, dafi jedem inneren Punkt von Q 
ein innerer Punkt von Q. entspricht. Ein innerer Punkt einer 
Punktmengti ist dadurch charakterisiert, daß sich um ihn ein Kreis be- 
schreiben läßt, der nur Punkte der Menge enthält. 

Da zu jedem Punkt ( 3 e', 1 ^') von Q ein ganz bestimmter Punkt (o;, y) 
von Q gehört, so können wir x und y als Funktionen von (x, 9 ) betrachten, 
die in £1 definiert sind. Wir wollen demgemäß schreiben 


aj = u(x, ^)), y==n(x, 9). 

Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt (x, 9 ) von £l gerade der- 
jenige Punkt (sr, y) von Q zugeordnet, dessen Bildpunkt (x, 9 ) ist. 

Nach unsem obigen Feststellungen sind die Funktionen u,. u in Q. 
stetig, d. h. aus 

limx„=sx, hm^ = 9 


folgt, wenn die Punkte (x», zu £1 gehören, 

lün u (Xn, 9n) = u (z, ^), Km V (x», 9n) = » (*, 9 ). 

Dasselbe gilt, wie wir jetzt zeigen werden, von den Ableitungen 

du dp dy 

5 X ’ dl)' d X ’ ‘ 

(x, 9 ) und (z + ^)i 9+1) seien zwei verschiedene Punkte von £1 
und {x , y) bzw; (a; + A, y-\-h) die entsprechenden Punkte von Q. Dann 
hat man (vgl. die Formeln 4 auf S. 211) 

b = Ul (®', y') Ä + uj, (iz', yf) A, 

I = Vi (jb", Ä + V, («", y") A, 


wobei xmd (sc'', y") auf der Verbiadungsstreoko von («, y) und 

(as + Ä, y + Ä) Kegen, also jedenfalls in Q. Daher ist 


“1 («c', 2/') 

Vi(a:",y") 


y') 


+ Ö, 
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und 'wir können die obigen Gleichungen nach h und i auflösen. Dadui 
finden "wir (v^. § 22) ‘ 

^ (as', y') 

|I 


h = 




y') «a(a^> y') 

«1 (aj', y') b 


folg^ch 


y') y') 

«i(®'',y") i».(a:".y") 

Lassen wir und I nach Null konvergieren, so wird 
hm Ä = lim jfc == 0, 


lim a/ = lim x" — ar, 
lim y' = hm y" = y. 

Wegen der Stetigkeit von «£1,^2, Vj, v* wird ferner 
hm 


lim 


lirh 


lim 


y") 

_ «a (®. y) 

«i(a5', y') y')| 

d(tt, v) * 
d(ar, y) 

— tta(a^» y') 

— «a(a:, y) 

^(a5', y') i£*(a^, y') 
Vi(a!'', y'O Va(a!'', y^') 

d(tt, v) ’ 
d (», y) 

-t;i(a!", y") 

— »i(a;, y) 

«i(a!', y') tt*{a/, y) 
Vii^'.y") t;a(a;",y'^) 

d (f£, ü) ’ 
d (aj, y) 

y') 

_ «1 (as, y) 

“1(2^, 1/) ««(a^» y') 

Vi(a^'»y") Va(aj", y"') 

d («, v) * 
d (a;, y) 


Setzen 'wir in diesen Grenzwerten a; = u (3E, ^), y = 0 (x, 19), so v 
wandeln sie sich in Funktionen von Xj iD? die wir der Reihe nach mit 


%(3£, ^), lla(s, 9 ), 0i(3£, 9)» »a(*, 
bezeichnen wollen. 

Diese Funktionen sind offenbar in £1 stetig. Denn wir haben 
aus Funktionen von s, y erhalten, ^e in Q stetig sind, und a;, y sind 
stetige Funktionen von x, I). 
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Die Funktionen Ul, u#, »i, »i haben folgende Eigenaohaft. Wenn 
man den Punkt ( 3 E + ^, p + 1) derart in JQ variieren läßt, daß 


lim == lim 1 = 0 


vdrd*), so ergibt sich 


lim 


Ä — Ul — U, I 

m+i»l 


= 0 


I 


lim 


k t>i ^ ^ _ A 

lll+lil 


Es ist nämlich 


und 


A = (ui +. «i) I + ,(Uj + fii) 
k = (Ui + ^ii) + (®i + V*) ^ 

lim «1 = lim = lim rji = lim = 0. 


Wenn (j, ein innerer Punkt von JQ ist, so können wir 1^ oder l 
^eioh Null setzen. Dann finden wir 


du _^U 

U«-ä5> 

dv dv 

”^ = -5¥’ = 

SO daß 

d(u, 0 ) ^ 1 I v,(a;, y) y) 

d(3f, n) / d(u, t>)\ » |~tfi(a;, y) «,(«, y) 

U(a;, y)) 


1 

d{Uy v) 
d{x, y) 


ist, also sicher von Null verschieden. 

Konstruieren wir um (s, p) als Mittelpunkt ein Quadrat, dessen Seiten 
parallel zu den Achsw sind und das nur Punkte von JQ enthält, so er* 
füllen IX, n in diesem Quadrat genau dieselben Bedingungen, die wir am 
Anfang dieses Paragraphen den Funktionen u, v auferlegten. 

Wir können also sicher sein, daß dem Punkt (x, p) ein innerer 
•Punkt von Q entspricht. 

Früher sahen wir, daß die Bildpunkte der inneren Punkte von Q 
innere Punkte von Q sind. Jetzt wissen wir, daß auch umgekehrt 
jedem inneren Punkt von jQ ein innerer Punkt von Q entspricht. 


*) Nimmt man in Q eine Folge von Pdnk^ die von (x, y) versobieden sind, 
aber nach (x, y) konvergiaren, so sind ihre Büdpunkte von (z, p) veisohieden und 
konveir^eren na^ (x, p). , 
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§ 98. Der Bang der Fnnttlonalmatrix. 

Die m Funktdonen 

«1 (®ij • • •» ^)j * • *1 '**» (*i> • • • > ®(») 

mögen in dem Bereioh*) 

stetige erste Ableitungen haben. 

An jeder Stelle des Bereichs (1) wd die Funktionalmatrix 



8 u-i 

8 % 

dx. 

8 x^ 

8x^ 

5 Mg 

8u^ 

8u^ 

d aji 

8 a;g 

8Xn 




d Xt 

L * 

8 x^ 

dx^ 


einen b^timmten Rang haben (vgl. § 28). Diraer Hang braucht nicht 
an allen Stellen des Bereichs der Reiche zu sein. So hat z. B. die 
Funktionalmatrix von 

--9 -.9 

af, a^, . . a^, 

wenn alle x von Null verschieden sind, den Rang ». Wenn dagegen p 
von den x verschwinden, hat sie nur den Rang n — p. 

Wir wollen nun den höchsten Rang, den die Matrix (2) in dem Be^ 
reich (1) annimmt, als ihren Rang in (1) bezeichnen. Eine Stelle ar^, 
X,, . . ., aiw, wo dieser höchste Rang nicht eintritt, boU eine singuläre 
Stelle von (1) heißen. 

Wenn der Rang von (2) in (1) gleich Null ist, so sind alle Ableitungen 
d ujd X gleich NulL Daraus folgt, daß alle u Konstanten sind. 

Was bedeutet nun, wenn der Rang von (2) in (1) gleich p 
ißt (p > 0) ? 

Die singulären Stehen in (1) bilden eine abgeschlossene Menge. 
Denn jede HäufungssteUe von Stellen, an denen der Rang von (2) kleiner 
als p ist, muß wegen der Stetigkeit der d ujB x wieder eine solche Stelle 
sein.. Daraus ist zu entnehmen, daß im Innern**) von (1) niohtsinguläre 
Stellen vorhanden sind. 

*) . . ., an<6«. 

**) Das Innere wui (1) ist definiert dnrdh die üngleichnngen 

«1 <«!<&! an<®»<&n. 

Jeder Punkt von (1) ist eine Hänfongastelle von inneren Punkten. 
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2 $, a^, 2 ^ sei eine niohtsingulare Stelle im Innern von (1). 

Dann gibt es also in der Matrix (1) eine 2 >~i^eihige Determinante, die 
an der Stelle aj, asS, 2 ^ einen von Null versobiedenen Wert hat. 
Wir können durch passende Numerierung der x und der u bewirken, 
daß gerade 



Bui 

Bv^ 

5 ajj 

BXi 

BXp 

SUg 

Bu^ 

Bv^ 

B Xi 

8x^ 

Bxp 

Bup 

Bup 

Bup 

B 

8 

8 Xp 


eine solche Determinante ist. 
Die n Funktionen 


ifi, ..., iip, a^, 

die wir der Reihe nach mit 

«1. «a» • • •» «II 

bezeichnen wollen, haben an der Stelle •••! ^ eüie von Null 

verschiedene Funktionaldeterminante. Es ist nörnlioh 




Bui 

Bui 

B'Ur^ 

Bui 



B Xi " 

B Xp 

diKp+i 

BXn 

d(vi, .. 

•,««) 

Bup 

Bup 

dttp 

Btkp 

d(xi, ., 

■» 

B Xi 

Bxp 

Bxp+i 

BXn 



0 

0 

1 

0 



0 .. 

. 0 

0 

0 


d(Vi, 

• «*) _ 

= D (2j, 

2 „ ..., a:«)- 



Auf die Funktionen thi «ii ■ * <1 «n lassen sich nun die Betrachtungen 
anwenden, die wir in § 97 für » = 2 durchgeführt haben. 

Man konstruiert um a$, zg, . . ., as^ ein Gebiet 

(Q) ^*4 — •••} d, 

das in (1) enthalten ist und zudem folgende Eigenschaft hat. 

Wie man auch die Stellen 

ai*), 4>), 4’’ (»= 1 , 2 , ...,«) 
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in Q w&hlen mag, immer ist die Determinante*) 


Vu (a^i), . . 


■ «1» • 

4‘>) 



• «iin • 

4”) 


von Nun versohieden. 

Dem Gebiet Q entspricht vermöge der Gleichungen 

3Ei = («i, . . a^.), . . In = (»i, • • «i.) 

ein Gebiet D, und zwar gehören zu verschiedenen Punkten**) von Q 
verschiedene Punkte von so daB tCg, Funktionen von 

Xit 3r2, ■ • In in Q sind: 

= Dl (li, . . . , In) j • • • 5 a*ii = Dn (lij • • • i In) • 

Den inneren Punkten von Q, d. h. den Punkten, die den Ungleichungen 
a^ — d<a^<a4 + d, ..., — d <Xt<a^ + d 

genügen, entsprechen innere Punkte von £1, und damit sind die inneren 
Punkte von jQ erschöpft. 

Insbesondere ist 3 $, der Bildpunkt von a$, a«, 

ein innerer Punkt von £l Es l&Bt sich also um a^, aeS, • • i£[ ein Gebiet 

(JQO 3^ — + fi, . . ., iS — fi^i»^i^ + e 


konstruieren, das nur Punkte von jQ enthält. 

Die Funktionen o haben in stetige erste Ableitungen, wie eben- 
falls aus § 97 zu ersehen ist. 

Ul, Ut, . . ., lassen sich nun als Funktionen von %, a^, . . ae» in 
auffassen, und zwar ist 

Uj, = «^ (Di (ii, . . ., In), . . ., D„ (aSi, . . ., In)) 

(f = 1, 2, . . ., m). 

Ul, U|, . . ., Up sind bezüglich gleich %, i«, . . ., ip. Aber auch aus den 
übrigen u, wenn es deren gibt, fallen ip+i, . . in heraus. Um dies 
zu erkennen, bemerke man, dafi für a > p 


dUi 

dui 


dxi 

djEn 

^a^i 

^Än 


5li ■ 

• 5li 

dup 

dup 

. 

dxi 


d»i 

dx^ 


5lp • 

* dip 

dUf 

dVr 


Bxi 


dxx 

dXp 


Bt, • 

■ ■ 1 


1. . . 

. 0 

0 

0 . . 

. 1 

0 

dUr 

drur 


^*1 ■ ■ 

■ -9lp 



dur 


*) Vrt ist die Ableitung von tv nach x». 

**) „Fnnkt“ ist wie „Stelle“ eia ^dmetrisoiher Ansdraok fOc „Wertsystem“. 
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ist (vgL § 31). Da nflmüfih die Ableitungen, du/dx in Q stetig sind und 
die Ableitungen. Bxjdt in JQ^ überall existieren, so sind alle Bedingungen 
erfüllt, unter denen man in der Differentialrechnung die Formel 

dv. Bv,dx^ Bu Bx^ 

Bx ~~ Bxi Bx Bxn Bx 

beweist. 

Andererseits ist das obige Matrizenprodukt gleich dem innem Produkt 
d.er (p -f- l)-reibigen Determinanten der beiden Matrizen (vgl. § 34). 
Da nun die Funktionalmatrix (2) den Rang p hat, so verschwinden in der 
einen Matrix alle (p + l)-reihigen Determinanten. Das Produkt wird also 
gleich Null, und man hat 

^=0 (r = p+ 1, ..., to; « = 1, ..., »). . 

Dies gilt für das ganze Gebiet D', und man sieht hieraus, daß ■ • • > 

bei festgehaltenen Xi, x«, . .., % Konstanten sind. 

y/ir können also, ohne daß die u sich ändern, Xp.4.1, . • x» durch 
xj+i, . . ., xS ersetzen. Dadurch erhalten wir 

Ur — Uf (Ui (Xi, . . . , Xpj .... x£)) . . . , l>n (^1 ) •••>%>» * ' ' > *»)) 

= gBr{Xi, ..., Xp) (r = p+ 1, ..., m). 

Da nun «i = Xj, «* = x*, . . . , Wp = Xp 

ist, so bestehen folgende Relationen; 

= •••» ai»)7 •■•7 a^fi)) 

(f = p+ I 7 ..., »»). 

Sie gelten für alle Punkte . . ., x^, deren Bildpunkte in Si' 

liegen. Bezeichnen wir den Inbegriff dieser Punkte a^, a;^, ..., a;^ mit 
Q', so ist a$, aj, . . . , a^ ein innerer Punkt von weil 3 ^, aj, . . . , 3 ^ ein 
innerer Punkt von jQ' ist. 

Bei passender Wahl der positiven Zahl d' gelten also die obigen Re- 
lationen in dem ganzen Gebiet, das durch die Ungleichungen 

a^ — ..., a;g — + d' 

definiert ist. Die Funktionen ^(ux 7 > ^) haben in dem Bereich , 

«1 (je?, — + 

«p (4, . • a^) -- «^«p^ttp (a^, . , a;0) + e 
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stetige erste Ableitimgen. Dies kann man daraus entnehmen, daß 

gsr (% ) • • • ) ^p) 

Wf (t)i (SEi , • • ■ , 7^p^ 3Cp-^l j • • • j 3£n) > • • ■ > ®fi (^^1 » • ■ • ) 3Ep , > ^n)) 

ist. 

In einer gewissen Umgebung von s^, icS, . . . , xl^ sind also 

«p+l, M»i 

Funktionen von lii, - 1 * 2 , . . ., «p. 

Dagegen ist unter den Funktionen «Cg, . . ., Up keine eine Funktion 
der übrigen. Demi sonst hätten wir eine Relation zwischen den un- 
abhängigen Veränderlichen Xi, . . ., 3^p. 

Wir können unser Resultat in folgendem Satz aussprechen: 

«1 (jci, . . ., . . ., x^) mögen in der Umgebung*) von 

. . . , stetige erste Ableitungen besitzen und die Funktionalmatriz 
habe sowohl ah der Stelle als auch in ihrer Umgebung den 

Rang p. 

Dann lassen sich in der Umgebimg von a^, m — p von 

den u als Funktionen der p übrigen ausdrücken, die ihrerseits durch 
keine Relation verbunden sind. 

Es gibt, wie man kurz sagt, in der Umgebung von a^, . . ., as^ 
unter den Funktionen u genau p unabhängige. 

Der Rang der Funktionalmatriz ist also gleich der Anzahl der un- 
abhängigen Funktionen. 

Die notwendige und hinreiGhende. Bedingung für die Unabhängigkeit 
der m Funktionen u in der Umgebung von a$, . . . , besteht darin, 
daß die Funlrtionalmatriz an der Stelle iei, ..., a:^ den Rang m hat. 
Im Falle m^n sind also die Funktionen u dann und nur dann iu der 
Umgebung von aj, . . . , a^ unabhängig, wenn die Funktionaldeterminante 
an der Stelle a^, . . . , asS von Null verschieden ist. 

Man darf nicht auJBer acht lassen, daß • • • i hme niohtsmguläre 
Stelle ist, daß also die Funktionalmatriz in der Umgehung von af, . . . , 
a:^ nirgends von höherem Range wird als an dieser Stelle selbst. 

Wenn aj, . . ., eine singuläre Stelle ist, so sind die letzten Sätze 
über die Unabhängigkeit der u nicht richtig. Z. B. sind x* und y in der 
Umgebimg von aj= 0, y = 0 durch keine Relation verbunden und doch 
ist an dieser Stelle die Funktionaldeterininante gleich Null. In diesem 
Fall ist aber die Stelle 0, 0 singulär. Die Funktionaldeterminante ver- 
schwindet nämlich nur für a; = 0. 

*) „In der TJmgebimg von . . ., a^‘‘ bedeutet ,4n einem pSsaend gewählten 
Bereich a^ — 0^-1- d, ..., d“ (J> 0), 
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§ 99 . Bie I^uüdiion^deiMrmiiumte^ inTerser FmÜLtlonssysteme. 

•••> a»)) •••> «»i(a5n •••» asn) mögen in der Umgebung von 
a$, . . 2 ^ stetige erste Ableitungen haben. Außerdem sei 


d{x^, as») 

an der Stelle von Null versobieden. 

Setzen wir 

Xx=«i(a;i, fl«). 3E«= Mn(a:i, as») 

und 

3^ = «i(a^, aÄ), a^), 

so sind (vgl. § 98) in der Umgebung von ... die a; Funktionen der x: 

*1 = Ul Xn), SKn = «n (*l. *n). 

Diese Funktionen u haben in der Umgebung von . . ., xS stetige 
erste Ableitungen. 

Man nennt Hi, . . ., u« das zu inverse Funktionssystem. 

Offenbar ist auch zu invers. 

Wir können, da 


Vtf ^Ui (35i, • * • , 3En) . • • • > U,» (Xi, • • . , SE«)) 


ist (r= 1, 2, . . ., n), die x als zusammengesetzte Funktionen betraohten 
und den Multiplikationssatz aus § 94 anwenden. Danach haben wir in 
der Umgebung von xS 

d(li, ■ . Xn) Xn) . d(!Ci, . ■ a;,) 

d(Xi, . . ., Xft) d(a;i, . . ., a^) d(Xi, . . x^) 


Nun ist aber 


I„)_ 

1 0 ...0 

0 1 ... 0 

=■1 

^(* 1 . *n) 

. . . . 


•mittiiT. ■ 

d(Xi, ..., 3 En) 

0 0 ... 1 

d(®i, . . 

•. a«) 


d;(xi, . . 

*. 3 £n) 


Das Produkt aus den Funktionaldeterminanten der x nach 
den X und der x naoh den x ist also gleich 1. 

Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes, daß inverse Funktionen 
einer Verfinderlichen Ableitungen mit dem Produkt 1 
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Vierzehntes Kapitel. 

Wronskische nnd Gramsche Determioanten. 


§ 100. Lineare AhhSnglgfkelt yon Funktionen einer reellen 

Terilnderllclien. 

fl (^) I /s (^) 1 1 /m (^) seien m reelle Funktionen in dem Intervall (a, 6 

Man sagt von diesen Funktionen, daß sie linear abhängig sin 
wenn sioh m Konstanten o^, c,, . . Cm so wählen lassen, daß in de: 
ganzen Intervall (a, h) die Gleichung 

Cl/l (») + Ca/a (®) + • • • + Cm/m (®) = 0 

gilt, ohne daß alle c verschwinden. Andernfalls heißen die Funktione 
linear unabhängig. Es handelt sich hier um einen ähnlichen Begri 
wie in § 24. 

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Kriterium für die lineare U] 
abhängigkeit zu suchen, und zwar beschränken wir uns dabei auf stetig 
Funktionen. 

§ 101. InnereB Frodokt von zwei reellen Funktionen. 

/(^)i 9{.^) seien reelle Funktionen, die in dem Intervall (a, &) int 
grierbar sind*). Als inner es Produkt dieser beiden Punktionen definiere 
wir das Integral ^ 

ff{x)g{x)dx. 

. a 

Wir bezeichnen dieses Produkt mit {fg). 

Das inn^e Produkt zweier Funktionen und das innere Produl 
zweier Wertsysteme x^y x^y . . Xn und yi, y*, . . y* (Ygl- § 30) sir 
zwei verwandte Begriffe. 

Wenn {fg) = 0 ist, so sagen wir, daß / und g zueinander orth( 
gonal sind. 

§ 102. Gramsohes Erlteriim für reelle stetige Fnnktioneiu 

Wir wissen, daß m Wertsysteme 


'aii. 

®ia» • 



*aa> ■ 

• • ) ®an 


®ma> * 



*) Vgl. meine „QmndzQge der lolinitesmialreolmung*', S. 206. 
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d ann und nur dann linear unal>hängig sind, wenn ihre Matrix dei3. 
m hat. 

Nun ist das Produkt dieser Matrix mit sich selbst (ygl. § 31) 
der Quadratsumme ihrer m-reihigen Determinanten (ygl. § 34). 
also die Wertsysteme (1) reell sind, so gibt uns jenes Produkt ein ^ 
um die lineare Unabhängigkeit festzustellen. 

Die reellen Wertsysteme (1) sind dann und nur dann line^ 
abhängig, wenn 



Xji • • 

• ®ln|* 

(®1 «hl (®1 «l») • 

• (»i *») 


^O. * * 


(®8 «l) (25* 25*) • 

. (z, xj 



- 

(as«®i) ( 2 :„a;j) . 

• (2!«2;J 


positiy ist. 


Wir woüen diese Determinante die Determinante der ini 
Produkte nennen oder die Gramsche Determinante der Wertsystex: 

Die Determinante der inneren Produkte yon m tg 
Wertsystemen ist also positiy, solange die Wertsysteme I 
unabhängig sind, und yersohwindet, wenn sie linear abbLi 
sind. 

Auf Grund yon § 100 und § 101 kann man yermuten, daB iüb 
lineare Unabhängigkeit yon reellen stetigen Funktionen folgendes Th 
gelten wird: 

Die Determinante der inneren Produkte yon m re 
stetigen Funktionen 

(2) /i (a;), /*(*),...,/„ (*) {a^x^b) 

ist positiy, solange die Funktionen linear unabhängig ; 
und yersohw:indet, wenn eie linear abhängig sind. 

Die notwendige und hinreiohende Bedingung für die lineaxr 
abhängigkoit der reellen stetigen Funktionen (2) lautet also 



•ifxL) 

(/* /i) (/* ft) • ■ 

. (/*/«) 

ifmfi) (/«/»).. 

• (/«/m) 


Dies ist das Gramsohe Ejriterium. 

Um das BLriterium zu beweisen, woüen wir die Gramsohe 


minante 


0^ 



ifmfi) (A»/a) ” --ifmfm) 



§ 102. Qramsohes Eriteiiaiii fSr reelle stetige Funktionen. 


226 


mit der iDeterminante 




Oji a*j • • • ®ii» 


multiplizderen, die reelle Elemente liat imd nn^eioh Null ist. 
Setzen wir 


(3) 

BO wird 


/i + ®ii /i + • ■ • + /*> 

= fl» /i + fls» /»+••• + ®s» /* j 
,S^m = • • • H” ^mfmi 




ifi ghi) ifi 95>) • ■ ■ ifl 9hn) 
(/l fl^) (ft 9®s) • • • (/l 9*m) 


I (/«ya) ■ • • ifm9hn) 

In der Tat ist 


(/r/l) “i" ®f| (/r/a) H" • • • “1“ (frfm) 

b b b 

a a a 

b b 

^»a/aH“ ■ • * ~l" ” (/rfl^#)* 

a a 

Multiplizieren wir ä’.d noch einmal mit so kommt 

(s^i gth) (gpi g»a) • • • (s^i so«) 

(SOa gh) (goa goa) • • • (goa go«) 


(4) 


GA* = 


I (gomgoi) (gomfipa) • • ■ (so«g^) I 

Die Gramsche Determinante der Funktionen unterscheidet sich 
also von der Gramsohen Determinante der Funktionen / nur um den 
Faktor A\ 

Wonn die Funktionen f linear abhängig sind, können wir 
®iu ®ia> • • • > unb^chadet der Bedingung J. + 0 so wählen, daß 

SS 0 wird. Dann ist aber die Gramsohe Determinante der Funk- 
tionen g) gleich NidL 

Die Gramsche Determinante der / ist demnach Null, sobald 
diese Funktionen linear abhängig sind. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß sie positiv ist, sobald die 
Funktionen / linear unabhängig sind. 

Eowaleirskl, Detamtbuiitan. 


15 
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Wenn /i, /*, fm linear unabhängig sind, so ist sicher nicht 
durchweg gleich Null Man hat also 

(fM=Jndx>0. 

a 

Das Integral dner stetigen und nicht negativen Funktion ist nämlich 
nur dann gleich Null, wenn die Funktion in dem ganzen Integrations- 
intervall verschwindet. 

Setzen wir fi 

BO wird (SPiS^i) == 1* 

Es läßt sich nun X so wählen, daß 

(/a + Agh» Sh) = (/aflOi) + ^ = 0 


ist. Man braucht nur, ^ = — (/s S^i) , 

zu setzen. 

/, = /g -|- Xg>i kann nicht in dem ganzen Intervall (a, b) verschwinden. 
Sonst wären die Funktionen / linear abhängig. Es ist daher 

(/s ^ 


und, wenn wir 


setzen. 


S’s' 


fi 


(S>sS>a) = 4. ,(S>aSh) = 0. 


.Jetzt lassen sich X, |U so wählen, daß 

(/s + ^Sh + A*g3a» Sh) = 0 

und 

(/8H-^S»i + f<S>a> flOa) = 0 

wird. 

Dirae Gleichungen reduzieren sich nämlich wegen 


auf 


(S’iSh) = i , (flöiffs) = 0 > (S’aS’a) = ^ 


(/8Sh) + ^ = 0i = . 

fa = + l^g^t ItaJtth nicht durchweg Null sein, da -die / linear 

unabhängig sind. Daher ist 

{fzfi)>0 

und, wenn man fa 

V (/s/^ 

= (SD8S>i)= (S»8S>a) = 0. 


setzt. 
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So kann Trtfl-n fortfahren. 

Mcuöi gewinnt auf diese Weise m Funktionen gp, die sich durch die 
/ in der Form (1) mit reellen Of, ausdrüoken und folgende Relationen 
erfüllen: 

(5) = 1, (gPftgPv) = 0 (/z,v = l, 2, 

Die Formel (4) lautet in di^em Falle 

und wir ersehen aus ihr, daß (?>0 ist. 

Ein Funktionssystem, daß die Bedingungen (5) erfüllt, soll ein 
normiertes Orthogonalsystem heißen (vgl. den analogen Begriff 
in § 88). 

Wir haben im obigen die linear unabhängigen Funktionen /i, /s, . • • i /m 
in ein normiertes Orthogonalsystem verwandelt, und zwar dadurch, daß 
wir statt der / reelle lineare Verbindungen gp einführten. Da wegen 
1 die Determinante A ungleich Null ist, so lassen sich auch die / 
als reelle lineare Verbindungen der gj schreiben. Zwei solche Funk- 
tionensysteme wollen wir hier als äquivalent bezeichnen. Dann können 
wir sagen, daß ein System von m reellen stetigen Funktionen, dessen 
Gramsohe Determinante positiv ist, mit einem f»-gliedrigen normierten 
Orthogonalsystem äquivalent ist. Umgekehrt folgt aus einer solchen 
Äquivalenz, df<ß die Gramsohe Determinante positiv ist. 


§ 103, Komponenten einer Funktion ln hezng anf m linear 
nnahhSngige Funktionen. 

gPi, gP 2 , • • - iSPtn sei ein äquivalentes Orthogonalsystem. 

Nehmen wir irgendeine Funktion F, die in (<i, 6) reell und. stetig 
ist, so läßt sie sich in zwei Summanden zerlegen, von denen der eine 
sich linear durch die / ausdrückt, während der andere zu allen / ortho- 
gonal ist (d. h. mit jedem / das innere Produkt Null bildet). 

Offenbar können wir ebensogut sagen, daß der eine Summand sich 
linear durch die gp ausdrückt, während der andere zu allen go orthogonal ist. 

Der eine Summand hat also die Form 
der andre lautet 

0 = F — AigPi — l<g:g52 


16 * 
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und soll za allen gj orthogonal sein. Es sollen also die Gleichongen 
((?gOi) = 0, (ögoji) — 0, (ö‘go„) = 0 

bestehen. 

Sie reduzieren sich, da die g> ein normiertes Orthogonalsystem 
bilden, auf 

— ^=0, (JgD,) — = {Fg)„)—X„==0. 

Setzt man also 

F={Fg)i)g>i-j- ... + (i?’g5».)g)w + G‘, 

so ist zu allen go orthogonal, und man hat die gewünschte Zerlegung 
gewonnen. 

G und . . . -\-{Fg)n)g)n mögen die Komponenten von 

F in bezug auf /j, heißen. 

Man kann die Zerlegung von F auch ohne Zuhilfenahme eines 
normierten Orthogonalsystems finden. 

Die eine Komponente von F soU die Form 

haben und die andere 

soll zu den / orthogonal sein. Wir haben also die Gleichungen 

-^(/i /i) - . . . -^(/i /«) + (/i J’) = 0, 


- (/« /i) - ... - (/«/«) + (/« JO = 0 , 

-...-Um + F-Q^O. 

Das sind m-\- i lineara homogene Gleichungen für 

Xx^ 1 ■ "1 Xfny 1. 

Es muß also (vgl. Satz 16 in § 22) 

(/i/i)-..{/i/«) (/iJO 


sein oder 


(/m/i)...(/«/J {/«JO 

k ... /« F-Q 


= 0 


{fmk) . • • ifmfm) 


+ 


(/l/l).. 


(/«/l).. 

(/»/») (/„J?) 

k ... 

/« F 


= 0 , 


-o 
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d. h. 


Q = 


Dies ist die zu /i, / 2 r • • •, /m orthogonale Komponente von F. 

Die andre Komponente lautet 

(/«/i).. •(/«/») (/«-P*) 

-/i... -/« 0 

(/i /i) • ■ • (/i /«) 

(/« /l) • • • (/m /m) 

Wenn ö = 0 ißt, imd auch nur dann, läßt sich F linear durch die 
/ ausdrücken, und zwar wird es gleich der andern Komponente. 

§ 104. Wronskisehe BeteTminanten. 

Die Funktionen /i, seien im Sinne von § 100 linear ab- 
hängig, es gebe also m Konstanten c^, Cg, . . ., c„,, die nicht alle Null 

sind und für a^x^h die Gleichung 

(1) Ci/i(aj)-l-Cj/,{!r)-|- ... -|-Cm/„(a;) = 0 

erfüllen. 

Lassen sich die Funktionen in (a, 6) (m — l)-mal differenzieren, so 
folgt aus (1) 

Cl/l («) + C2/2 (®) + • • • + c«/m (®) = 0, 

ci/" (^) + Ca/a (») 4* • • • + Cm/m («) = 0 

usw. 

Die Konstanten c genügen also den Gleichungen 
Ci/i (a;) -H Ca/g {x)+ {x) = 0, 

Ci/i (3!) + Ca/i (a;) -h . . . + Cnfi (») = 0, 


i (®) + + • • • + (*) = 0, 

I und zwar in dem ganzen Intervall (a, h ) . 

l 

; i: ■ ■ 




(/«/l)...(/»/m) (/«JO 
/i ... /« J* 


(/m/l)... (/«/«) 
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Da die c nicht alle Null sind, so muß für a^x^h die Deter- 
minante 


( 2 ) 


fl 

/a 

. in 

ä 

fi ■ 

.■ /; 

/f- 

1) 

j(fB— 1) 

• Im 


Man nennt sie die Wronskisohe Determinante von 


versoh^winden. 

/i' /a» ■ • *1 in’ 

Das Verschwinden der Wronskischen Determinante ist zwar eine 
notwendige, aber keine hinreichende Bedingung für die lineare Ab- 
hängigkeit in (a, 6). Davon kann man sich durch ein Beispiel übwzeugen. 
Wir setzen fest, daß 

x^O = 
x^O fi{x) = 0 


für 

für 


sein SOU. Ferner soU 


für 

für 


»^0 /((a!) = 0, 

® ^ 0 /a (®) = 


sem. 


Nehmen wir nun ein Intervall (<z, &) , das die Null umschließt 
(a<0<6), so sind und /, in (a, 6) differenzierbar und ihre; 
Wronskisohe Determinante lautet 


für a?S=: 0; 


2x 0 


für aj^O; 


0 


0 2a: 


Sie ist also in dem ganzen Intervall (a, b) gleich NuU. 

Trotzdem sind die Funktionen h und /g in (a, b) linear unabhängig. 
Wäre nämlich iür arsSx^b 

<h/i(®)+Ca/a(») = 0. 

BO hätte man insbesondere 


Ci/i(») + c,/a(a)==0» d.h. c,a>=0 

und 

®i/i (^) “i" ®a/a W “ 0» d. h. Oi&*=0. 

Es wäre also Oi = c, = 0. i 

Wenn in dem Intervall (a, b) die Wronskisohe Determinantej 
von /i, nirgends Null ist (m>l), während diel 
Wronskisohe Determinante von /i, /», . • .j./m überall ver-{ 
schwindet, sp sind /i, /a, linear abhängig, und zwar is^ 

/m = <h/i + • • • + (ci, , . . , c,a-i Konstanten) . j 
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Die Gleichungen 


9kfi 

+ 

ghh 

+ . 

• “1“ 9 * 1 » — lfm — 1 — /i»} 

gh.fl 

+ 

9h H 

+ . 

• 4" — lfm — 1 ~fmi 






haben, wie man auch x in (o, ft) wählen mag, eine von Null verschiedene 
Determinante, Diese ist nämlich die Wronskische Determinante von 
• • '1 fm—i, von der wir vorausgesetzt haben, daß sie in (a, 6) 
nirgends verschwindet. 

Durch die Gleichungen (3) sind also g)t, • • •, g>m—t Funktionen 
von X definiert. Die Gramersche Regel (§ 22) gestattet, diese Funktionen 
anzugeben. Sie sind Brüche mit dem Nenner 


fl 

/a 

• fm—1 

fi 

fi . 

fin-l 

y:{»— a) 

Am— 2) 

• Im — 1 


und die Zähler entstehen aus diesem Nenner dadurch, daß man eine dei 
Funktionen /i, /*, . . ., fm—i durch /„ ersetzt. 

Da wir von /i, /m annehmen, daß sie sich in (a, b) (m — l)-ma] 

differenzieren lassen, so ezistieren in (a, &) die Ableitungen 9 ^, • • •> 9 >m- 

Die Funktionen g) erfüllen außer den Gleichungen (3) auch nooli 
die Gleichung 

(5) + 9»/^"*’ + ■ ■ • + sw-ifc*’ = /i“"“; 

denn die Determinante (2) ist gleich Null, also die Gleichung (5) eine 
Folge der Gleichungen (3). 

Differenziert man nun. die Gleichungen (3) unter Beobachtung vor 
(3) und (5), so findet man: 

9^fi + S^/a + • • • + 1 /*n — 1 = 0» 

9 ^H + ff’a/a + • • • + 1 /m— 1 = Ol 

+ . . . + jC-i/iT-i” = 0 . 

Die Determinante (4) ist aber von Null verschieden. Daher folg! 

goi = 0, = 0, ..., g4-i= 0. 

Die Ableitungen der Funktionen sind demnach in {a,b) gleich Null 
die Funktionen selbst also Konstanten. Die erste der Gleichungen (3 
sagt dpnn aus, daß eine lineare Kombination von /i, /i, . . fm—i ist 
Die übrigen entstehen aus ihr durch Differentiation. 
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Wir wollen jetzt annehmen, daß in der Umgebung von z® je fc + 1 
der Punktionen /j, /21 • • •) /« eine verschwindende Wronskisohe Deter- 
minante haben, daß dagegen die Wronskischen Determiaanten, zu denen 
je h dieser Funktionen Veranlassung geben, an der Stelle Xq nicht sämtlich 
Null sind ih^ m — 1). 

Denken wir uns die / so numönert, daß gerade /i, /g, an der 

Stelle Zq eine von NuU verschiedene Wronskische Determinante gehen, 
so wird bei passender Wahl von a (> 0) m dem Intervall (zq — e, + «) 
die Wronskische Determinante von /i, /j, nirgends Null sein*), 

während die von /j, / 2 , . . /fc, /a (? = * + 1 j • • *7 wi) überall ver- 
schwindet. Daher ist /, in (zg — s, lineare Kombination 

von /i, ft,..., fl,. Dagegen sind /i, /», • . ., /» linear unabhängig, weil 
ihre Wronskische Determinante ungleich Null ist. 

Wir sehen, daß in der Umgebung von Zg gerade m — h von den 
Funktionen fi,ff,...,fm sich als lineare Kombinationen der übrigen 
darstellen lassen. 

Die Wronskische ist spezieller als die Gramsche Methode, weil 
sie sich auf Funktionen bezieht, die eine gewisse Anzahl von Malen 
diiferenzierbar sind, während die Gramsohe Methode nur die Stetig- 
keit fordert. 

Bei der Wronskischen Methode brauchen die Funktionen fi, /a? • • • 7 /m 
nicht reell zu sein, während wir uns bei der Gramsohen Methode auf reelle 
Funktionen beschränkt haben. Von dieser Besohränkimg können wir uns 
aber befreien, wie leicht zu zeigen wäre. 


Fünfzehntes Kapitel. 

Einige geometrische Anwendungen der 
Determiaanten. 


§ 105. Gleiehung der Geraden, 

die durch zwei gegebene Punkte hlndnrchgeht. Inhalt des Breiecks. 

z, y seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges Aohsen- 
system**). 


"') Diese Wronskisohe Determinante ist an der Stelle Zg stetig, weil die Fonk- 
tionen / sich k-mal differenzieren lassen. 

"'*) Wir beschrftiiken uns in diesem Kapitel auf reelle Gebilde. 


§ 106. Gleidhimg der Geraden. Inhalt des Dreiedks. 
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Wir setzen es als bekannt voraus, daß die Gleichung einer Geraden 
die Form 

(1) ax-\-by -{-c=0 


hat. a,b,c sind Konstanten und a, b nicht beide gleich Null. Umgekehrt 
stellt jede Gleichung von der Form (1) eine Gerade dar, sobald a, b 
nicht beide verschwinden; d. h. die Punkte {x, y)^ die der Gleichung 
(1) genügen, sind die Punkte einer Geraden. 

Wenn zwei verschiedene Punkte 

(®i, yi) und (scg, ya) 


gegeben sind, so ist es leicht, die Gleichimg ihrer Verbindungsgeraden 
aufzuscbreiben. Sie lautet 


( 2 ) 


X y i 
*1 yi 1 
Vt 1 


= 0. 


Diese Gleichung ist von der Form (1), wie man durch Entwicklung der 
Determinante nach der ersten ZeUe erkennt, und zwar ist 


(3) o=yi-yai 

so daß a imd b nicht beide Null sind. 

Die Gleichung (2) stellt also eine Gerade dar. Diese Gerade geht 
aber durch die beiden Punkte {x^ yj), (x^, y*). Setzt man nämlich 
x=Xij y=yi oder x=X 2 , y=y%j bo steht auf der linken Seite eine 
Determinante mit zwei übereinstimmenden Zeilen. Die Gleichung wird 
also durch (®i, y-^ und (scj, yj) erfüllt. 

In der analytischen Geometrie wird gezeigt, daß der Abstand eines 
Punktes (as^, yo) von der Geraden (1) gleich 

a«o+_&yo+_£ 

Va«+6* 

ist. Handelt es sieh um die Gerade (2), so lautet dieser Abstand, wenn 
man die Formeln (3) beachtet, 



»0 yo 1 

Vi 1 

y* 1 




y(aa — ®a)*+ — y«)* 


Nun ist 

y =y (»1 — ®a)* + (yi — y*)* 
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3 Entfernung der beiden Punkte (aji, also 



i 


2/0 
®i 2/1 
2 /» 


r Inhalt des Dreiecks, das die Punkte {xq, (®n 2 /i)j (®i> ^a) ^e- 
immen. Dabei ist aber dieser Dreieoksinhalt mit einem bestimmten 
Drzeioben versehen, weil h nicht positiv zu sein braucht. 

Wir müssen noch ermitteln, wann die Determinante (3) positiv und 
mn sie negativ ist. 

Wenn wir das Dreieck (aJo» yo)-, (»u yi)j Vt) ^ seiner Ebene ver- 
hieben und seine Ecken dabei die neuen Lagen (xo« ^)> (^> ^i)i 
2 , f/i) annehmen, so ist, wie in der analytischen Geometrie gezeigt wird, 

xj = X, cos go — y, sin ga 4“ 

2 /, = X, sin go + y, cos go + 

(»■=0,1,2). 

,(X,ß sind Konstanten. 

Nach dem Multiphkationssatz der Determinanten ist nun 


»o 2/0 1 


SCg yg 1 


cosgo, 

— sings, a 


Xq yg 1 

aJi 2/i 1 

== 

Xi yi 1 


singj. 

cosgp, ß 


ah 2/1 1 

a^a 2Ä 1 


2/8 1 


0 

0 1 




Der Inhalt mit Vorzeichen bleibt also bei allen Verschiebungen des 
reiecks in seiner Ebene ungeändert. 

Wir können durch eine solche Verschiebung bewirken, da£ (xq, yg) 
. den Anfangspunkt und (x^, y^) auf die positive x-Acbse fällt, daß also 

a!o=y'o = 0, ai>0, yi = 0 


ird. 


Dann ist aber 


aJo 2/0 1 


0 0 1 

aJi yi 1 

= 

xl 0 1 

a4 24 1 


4 ya 1 




Da a^>0, so ist diese Determinante positiv oder negativ, je naoh- 
am 34>0 oder y^<0 ist. 

Daraus können wir folgendes entnehmen: 

Die Determinante (3) ist positiv, wenn die, Punkte (xg, yg), (xi, y^), 

yg) in ähnlicher Weise liegen wie die Punkte (0, 0), (0, 1), (1, 0), 
ad negativ, wenn sie liegen wie (0, 0), (0, 1), (— 1, 0). 

*) Da ^ x^ yg der Inhalt des Dreiecks (mit einem ge^dssen Yorzeidhen) ist, so 
igt die obige Betradhtong anb imne, daß andh diese Bedentong hat. 
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Wir wollen uns einen Beobachter denken, der auf der Ebene herum- 
wandert. Befindet er sich auf einer geeigneten Seite der Ebene, so 
wird, wenn er im Anfangspunkt steht und nach der positiven Richtung 
der X-Achse blickt, die positive Achse zur Linken liegen. Der Beobachter 
soll beständig auf dieser Seite der Ebene bleiben. 

Wenn er nun in (xq, stehend nach (a^, 2^1) hinsohaut, so liegt 
(a?!, zur Linken oder zur Rechten, je nachdem die Determinante ( 3 ) 
positiv oder negativ ist. 

Die Formel ( 3 ) gibt den Inhalt eines Dreiecks ausgedrückt durch 
die Koordinaten der Ecken. 

Wir wollen jetzt aus den Gleichungen der Dreieoksseiten den Inhalt 

zu berechnen suchen. ... 

aoa!-l-öo 2 f+ Co = 0 , 

OiX-f-6iy-|-Ci = 0, 

O2* + öay + c« = 0 

seien die Gleichungen der Dreiecksseiten \md (xq) Vo)] (^1 ^1)) (^7 S/a) 
die gegenüberliegenden Ecken, so daß man hat: 

01*0+01^0+ Ci= O7 

aa»o+ 6 ayo+Ca= 0 ; 

H" ^aVi Hr ®a = ^ 7 

&oyx"l" ^0 = O7 

®a "h ^0 Va “h 0 7 

ai»a+&iS^a+Ci= 0 . 

Bezeichnen wir mit Ar, Br, CV 
die algebraischen Komplemente von 


in der Determinante 


®r 7 ^ 

Öq ^0 ®0 

% Öl Ci , 
öj Ö* Cg 


so ergibt sich aus den obigen Gleichungen 



{r = 0 ,l, 2 ). 


Der Inhalt des Dreiecks (xq, 2^0)7 (%? ^1)7 (^a7 Va) gleich 


^ Bo . 

00 ( 7 o 

^ \ 

01 Ol 

^a -^a A 
ö, Og 


20 o0^0g 


A.Q Bfl Oq 
Al Bl Ol 

Ag Bg Og 
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oder (vgl. Satz 27 in § 37) gleiah 



§ 106 . Produkt zweier JDreleeksinludte. 

Wir betrachten zwei Dreiecke 
(®o»yo), 

und 

!/i), (a4,Ä^i), (»4, 24)- 

Ihre doppelten Inhalte 2 J, 2J* sind einschließlich des Vorzeichens gleich 


«0 yo 1 


441 

»1 yi 1 

bzw. 

4 4 i 

«a y % 1 


441 


Wh* wollen sie in Form vierreihiger Determinanten schreiben, und 
zwar so: 

av yo i 0 

2 J= , 

JB, yj 1 0 

0 0 0 1 

4 yo 0 1 
2 J'= - ^ 34 0 1 

4401 ’ 

0 0 10 

Durch Multiplikation nach Zeilen erhalten wir nun 

*o4 + yoyo, *o4 + yoyi, iCb4 + yo4» 1 

— 4JJ'= ^‘^ + 3'i 34» a^4 + yiyi, aFi4 + yiya, 1 

a^4 + yayo, ®a4 + y8S4, aij4 + ya4, i * 

1 , 1 , 1 ,0 

Setzen wir 

d?.-(av-4)* + (yr-yi)" (dr.^O), 

so ist dra die Entfernung der beiden Punkte (av, yr) und (4> ^)* Durch 
diese Ar, läßt sich die Determinante —^JJ' ausdrücken. 
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— i dgo» 

— -J-dgi, 

“■^dgaj 

1 


— i-dii. 

-id?a, 

1 

— ••i'flSoi 


— i-dia» 

1 

1 , 

1 , 

1 , 

0 


Es ist n&mlich 

av®i + 1 (a^ + !/?>+ i + |4“)* 

Subtrahiert man nun in der Determinante —^JJ' von der (r+1)**“ 
Zeile (für r — 0, 1,2) die letzte, multipliziert mit ■J-(®r + yr)» 
von der (s + 1)*®“ SpeJte (für a = 0,1,2) die letzte, multipliziert mit 
+ ^®), BO ergibt sich 


-^jr= 


Multipliziert man die drei ersten Zdden mit — 2 und dann die letzte 
Spalte mit — -ji-, so hat mfln die Determinante mit dem Faktor 4 ver- 
sehen. Es ist daher <■^■ 19 .^^ 

d«o dgi dgfl 1 

i 

^0 dia 1 
1110 

Läßt man die beiden Dreiecke zusammenfallen, setzt man also 
*,= 4, yr==s/f (r= 0,1,2), 
so werden dgot dga gleich Null und 

djj = dai ~ ®o » 

dao== dßj= Ol, 
doi = djo = aa 

die drei Seiten des Dreiecks. Die Formel (1) verwandelt sich in 

0 Oa aj[ 1 


( 1 ) 


-16JJ'= 


-16J» = 


a| 0 oS 1 
o} oS 0 1 
1110 


Wir wollen von der zweiten und dritten Spalte die erste ahziehen. 
Dann erhalten wir , ^ ^ ^ ^ 

a| — oS og — a| 1 
of o8 — of — a! 1 
10 0 0 


-16J* = 


d. h. 


16J* = 


oi 

-oi og-oj 
— of -a| 
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Ziehen wir hier von der zweiten und dritten Zeile die erste ah, so 
kommt 


16J* = 
oder 


ai of 1 

— 2a| og — af -- a| 0 

og — — a| — 2af 0 


— 2a| og — — of 
ag — af — a| — 2af 


16 J* = 4o? og - (o? + oi - og)* 

= (2aiaa~a?--aH-ag) (2ai Og + a? + a| - og) 
= {og - (oi - oa)*} {{(h + oa)* — a8} 


oder endlich 


16 J"* = (oo + Oj + ttj) (— Oo + »1 + Oa) («0 - «1 + a») («0 + «1 - «i) • 
Unter Benutzung von 

«0 -f- Ol + fla . 

2 


Bohreibt sich diese Formel so: 

J»= s(s — ao)(a — Ol) (a — Oa)- 


§ 107. Der Radius des einem Dreieck nmheschTlehenen Kreises. 

Der Leser kennt aus der Trigonometrie eine Formel, wonach der 
Inhalt eines Dreiecks dem Produkt d^ drei Seiten, dividiert durch den 
vierfachen Radius des umheschriebenen Kreises, gleich ist: 


r ^®i®a 

4r ■ 

Wir wollen diese Formel mit Hilfe von Determinanten beweisen. 
Zu diesem Zweck betrachten wir zwei Dreiecke 


(»o> Vo), (J«h, l/i), («a» ya) 

und 

(®o» i/o), (al, ^i), (a^, j4), 

die dem Kreise 

-j- y» = 


einbeschrieben sind. i7 und J' seien ihre Inhalte. Dann hat rnan 


Ebenso ist 


2J = 


*0 yo 1 
«a y» 1 


^ »0 yo »■ 
7 »1 yi »• 
»a ya »■ 


2J' 


1 

aso yo »• 

__1 

“■ a^o 


r 

*1 yi r 

T 

- ai 

— y{r 


ai !4[ f 



- Va r 
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Hieraus folgt 

^ r*— a;b4 — yo!/&, »•*— asoai — yoyi, »■*— — yo!4 
= ^ r*- — yij/J, r® — a^®l - yjyi, r*— a^a4-yij4 . 
r»— a^asco — yal/o, »•* — aJi a4 — ya üi , — ®a «4 — ya *4 

Nun gilt für die Entfernung eZrs zwischen (av, yr) und (a^, die 
Gleichung 

= (asr — ai)“ + (yr — yi)* = 2 (r* — ava4 — 

BO daB 

r® - ava4 — y,j/i = ^ 

ist und 

■iSodiidSs 

4.rj'=g^ (So (Si (So ■ 
dao «^a 


Fallen die beiden Dreiecke zusammen, so reduziert sich diese 
Formel auf 

, 0 ai o? 

A.T, L „I n ^ „0^4 


4J« = — fl! 0 oj = 

<s<s 0 


4,a > 


16J» = 


ogofol 


4 j = ^o%Oa 
r 


§ 108. Inhalt des Tetraeders. 

Xj y, z seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges 
Achsensystem. 

Wir betrachten vier Punkte 

(»0, yor«o), (®n Vii 2i)» i^%, yai 2a) I (»8» ys, *8) 

und wollen den Wert der Determinante 

»0 yo 2o 1 

(1) yi «1 1 

«a ya «a 1 
iB8 ya *8 1 

berechnen. 

Denken wir uns einen starren Körper 5t, der die vier Punkte enthalt, 
und bewegen wir diesen irgendwie im Raume, so geht jeder Punkt 
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(a;, z) von in eine neue Lsige {a/j y\ tI) über, und zwar ist - 

+ ßiy-{-n^+ ^1, 

^ = (x^x + ßty 4- ygZ + d„ 

z' = «B« + Ay + ys* + «Js* 
ßiYi ^ Bind Konstanten, und 

«1 ßi Yi 
«a ßt Ya 
«8 ß» Ys 

ist eine orthogonale Determinante mit dem Wert 1. 

Das setzen wir aus der analytischen Geometrie als bekannt voraus. 
Ist (asr, j/r, 4) die neue Lage von (av, yn z,), so ergibt sioh aus 
dem Multiplikationssatz der Determinanten 


!/& «0 1 


®o yo *0 

1 


Oh. ßi Yi 


Vo *0 

1 

4 i/i 4 ^ 


yi «1 

1 


«8 ß» Y» 



1 

a4 z^ 1 


^ tfa «i 

1 


«8 ßs Y» 


0!» ya 2f 

1 

4 Vb 4 i 


^ Vz «8 

1 


0 0 0 1 


»8 ^8 «8 

1 


Die Determinante (1) bleibt also bei jeder Bewegung des Körpers 
ungeAndert. 

Nun läBt sich erreichen, daß (ai^o? zi) mit dem Anfangspunkt 
zusammenfAllt, daß ferner (ai , , ai) auf der positiven a;- Achse und 
(^) 1 4) in der (x, y) -Ebene auf der positiven Seite der a;- Achse hegt. 

Es läßt sich mit andern Worten bewirken, daß die Gleichungen und Un- 
gleichungen 4=y'Q = z() = 0, 

si > 0 , j/i = 24 = 0, 
j 4>0, j 4=:0 

gelten. Dann wird aber 

4 i/o 4 i 

*1 j/i zl 1 

®8 4 1 

4 4 1 

a;}. ^ ist der doppelte Inhalt des Dreiecks*) 0', 1', 2' und der Betrag 
von 4 Höhe der Pyramide mit der Basis 0', 1', 2' und der Spitze 3'. 
Abgesehen vom Vorzeichen ist daher die Determinante (1) der 
sechsfache Inhalt des Tetraeders mit den Ecken 0, 1, 2, 3. 

Die Determinante (1) ist positiv oder negativ, je nachdem 4 negativ 
oder positiv ist, je nachdem also der Punkt 3 zu den Punkten 0, 1, 2 
anders oder ebenso hegt, wie der Punkt (0,0,1) zu den Punkten (0, 0, 0), 
( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ). 


0 0 0 1 
a4 0 0 1 
^ 0 1 
^8 2^ 28 1 


= —44^- 
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2^ 


Man ^enke sich dnen Beobaohter SB im Punkte 3 und einen B 
obacbter SB in (0, 0, 1). S betrachtet einen Punkt, der von 0 nach ! 
von 1 nach 2 und von 2 nach 0 geht*). SB fasse einen Punkt ins Aug 
der von (0, 0, 0) nach (1, 0, 0), von dort nach (0, 1, 0) und von do: 
nach (0, 0, 0) wandert**). Umkreisen die Punkte die betreffenden Dreiecl 
für die beiden Beobaohter in entgegengesetrtem (in demselben Sinne 
so ist die Determinante (1) der positive (negative) sechsfache Inha 
des Tetraeders 0, 1, 2, 3. 

Ist das Tetraeder durch die Gleichungen seiner Seitenebenen gi 
geben, so kann man verlangen, den Tetraederinhalt durch die Koeff 
zienten dieser Gleichungen auszudrücken. 

Die Gleichungen der Seitenebenen seien 

OrX-^-hry CfZ-\- dr = 0 (r=0, l,2,i 

und die Ebene oya; + + c,ä + = 0 möge der Ecke . (av, y,, 2 

gegeniiberliegen. 

Bezeichnet man die algebraischen Komplemente von 


in der Determinante 


mit 


®ir> ^ 

Og Oq dg 
Ol öl Ci dl 
®S Ög Cg dg 

Os ®S ^ 
Af , Cf, iDf, 


so ist 

II 

II 

II 

mithin 

®o yo * 0 1 


Ag Bq Oq Dq 


«TL yi % 1 

1 

Al Bl Öl Dl 


«J yg Zg 1 

2)g2)iDgi)g 

Ag Bg ög Dg 


®a ys «8 1 


Ag Bg Ög Dg 


öfl ^0 ®0 ^ * 

Ol öl Ci dl 
Ög Cg dg 

Os ^8 ^ 


Ol Öl Ci 


Og Ög Cg 


Og Ög Cg 


Og ög Cg 

Og Ög Cg 


Og Ög Cg 


Ol Öl Ci 


Ol Öl Ci 

Og Ög Cg 


Og Ög Cg 


Og Ög Cg 


Og Ö, C, 


•) Die Bewegung möge auf dem umbeschriebenen Kreise des Dreiedhs vor sich gehe 

**) VgL die vorstdiende Anmerlning. 

' ® Iß 

Eowalowskly DstwrmlTiMiteiL 
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§ 109. Produkt zweier TetraederLolialte. 

T sei der Inhalt des Tetraeders 

(aJbi *o)» («nS^i, «i)* (äCi, y8)*s)> (®s> 3^8, »s) 

und T' der eines andern Tetraeders 

(4, j/o, ao), ®s, !4, 4), (4, 3/8,4)- 

Die Tetraederinhalte sind mit den zugehörigen Vorzeichen versehen. 
Multiplizieren wir 

, a!o S/o *0 i 0 

6 2’= “i ä'i *1 ^ = *, j,, 8, 1 0 

^8 *8 0 
0 0 0 0 1 


®a 3/a ®a ^ 
a^s 3/8 *8 1 

3/0 4 1 

a4 yi »1 1 

a4 34 4 t 
a4 34 4 1 


a4 ^ 4 0 1 
4 j 4 4 0 1 
— a4 f4 4 0 1 , . 
4^401 
0 0 0 1 0 


so ergibt sich 


Dabei ist 

eine Abkürzung für 


a!oaJo + 

..., 4Bo4H- 

a;oa4+ 

., JBoa4+ . 

1 

a^4H- 

..., a^4+ ••• 

aJia4+ .. 

., »14+ . 

1 

a^a^H- 

a:aa4+ ... 

*^4+ .. 

X24+ . 

1 

a^4 + 

..., ®8a4+ ... 

a%4+ .. 

»84+ . 

.., 1 

1 

, 1 

avai + . 

1 

, 1 

, 0 


av4 H- yr34 + 2r4- 


Versteht man unter ir, die Entfernung zwischen den Punkten 
(av, S/r, ar) imd (4, j4, 4), so ist 

d?f = (av - a4)* + (j/r — ^)* + (a^ - 4)* 

== (a^ + • • •) + (®i* + • • •) ~ 2(av4 + • ■ 

-^={*,»4+ ...)-lW+ ...)-i(a4*+ 

Wir wollen jetzt in der Determinante — 36 TT', von der (r + 1)*“ 
Zeile (für r=0, 1,2, 3) die mit 4 + multiplizierte letzte Zeile 
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Abziehen und dann von der (« + 1)*“ Spalte (für e = 0, 1, 2, 3) die mit 
+ • • • multiplizierte letzte Spalte. Dann erhalten wir 

^0 

2 2 2 2 

^2 _ ^18 j 

2 2 2 2 

-36Tr= . 

2 2 2 2 

_ ^0 ^ __ ^ . 

2 2 2 2 

1 1 1 10 

Multiplizieren wir hier die vier ersten Zeilen mit — 2 und dann die 
letzte Spalte mit — so haben wir die Determinante mit (— 2)®= — 8 
multipliziert. Demnach ist 

doo doi do2 d^s 1 

dfo ^8 1 

28STr= (^0 d§i d|a <^8 1 . 

d^o dß2 ^8 1 

11110 


Wenn die beiden Tetraeder zusammenfallen, wenn also 

aT==i4, t/r=Pr, Är=4 

ist (r = 0, 1, 2, 3), so werden 

doo» dji, d|8t daa 

gleich Null und 

doi=dio=®u daa=d8i = öi, 
doa=dao=aa, dia=dai = 6a> 
do8=dao=«8> dia==dai = 63 


die sechs Kanten des Tetraeders. Für das Volumen T des Tetraeders 
ergibt sich die Formel 

0 of a| 1 

o? 0 &§ 1 

288!r*= a§ fti 0 ö| 1 . 

ai 0 i 

11110 


16 * 
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§ 110. Der Badlns der einem Tetraeder nm]i>eschiie1)enen Engel. 

Wir wollen jetzt die Betrachtungen des § 107 auf den Raum über- 
tragen. 

(®o> *o)» (®i) Vii (®a» ^2» ^)> (*s> ä/si *a) 

seien vier Punkte auf der Kugel 

«■ + y* + 2* = 

Sie bestimmen ein der Kugel dnhesohriebenes Tetraeder, dessen 
Inhalt (einsohbeßliob des Vorzeichens) T sei. 

Dann ist 


yo 4 1 



2?! yi *1 1 

_ 1 

*1 yi «1 »• 

a;* y, z, 1 

r 

«2 ya «2 »• 

*8 ya «a 1 


»Ja ya «8 »■ 


Neben diesem Tetraeder betrachten wir noch ein zweites, das der- 
selben Kugel eiDbesohrieben ist. 

yo,2o), («4, 2Ä,2l), (a4, ^a,a4), (»4,34,4) 

seien die Ecken dieses Tetraeders und T' sein Inhalt. Wir schreiben 


in der Form 


6^7" = 


Dann ergibt sich 



4 yo 4 1 
4 yi 4 1 
4 4 1 

4 34 4 1 



— 4—4 — 4 r 

— 4 — yl — 4 ^ 

— 4 — ya — 4 »• 

— 4 — 4 — 4 r 


-36r*!rT' = 


r* — xoXq — . . ., r* — jbo4 — • r* — — r* — Zb4 — . • • 

r* — 2^4 — ••••> f*— tci4 — ■•••, »•* — afi4 — •••» r® — a!i4 — ••• 

f* — *24 — • • •, »■* — ®a4 — . . r® — *^4 — • • •, »•* — »%4 ^ • • • 

r* — 2^4 — • • »■* — »%4 — • • »■“ — a!i»4 — • • •, »’® — »%4 — • . • 

Für die Entfernung df, zwischen (uv, yr, 2r) und (4, 4, 4) die 
Formel 

d?8 = (»v — 4)“ + (yr ^ 4)* + («r - 4)* 

= 2(r» — 2 v 4 ^ yr4 -- 2r4), 


r 


.'ii 
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so daß 
ist. 


r* — ava4 — . . . ^ 




Hiernach wird 


36*16Tr= 


<280 d8i <282 dos 
dfi d?2 
d|i dS2 

dso <^2 ^8 


Läßt man die beiden Tetraeder zusanunenfallen und benutzt für die 
Kanten dieselben Bezeiohnimj^n ^e in § 109, so ergibt sich 

0 a| og 


36-16 ir*=--r 

r* 


0$ 0 6| 
a| 21 0 6! 
og 2| ft? 0 


Ntiu findet man dmoh Ausrechnen 
0 Ol og ogl 


= -j- “h 

- 2a|6iag6g - 2a86ieif 6? - 


o? 0 ftg öi| 
oi 68 0 ft? 
og ftg 2^ 0 
= (a?ft? + agftg - ogftg)» - 4a?2^ag24 

~ “h <*2 2*2)* — 082^) ®22>2)* <*82*3} 

= — (0161 + ajftg + Ojfts) («afti + ajfta — (h.^^ i(hh + “ *2^2) 

X (Ojfti + ©2^2 ®s^a) • 

Setzt man 

®a^ 2 "i~ ® 8 ^ 8 ~ 

BO wird 

36T* = -igCg - Ojfti) (q - (h^t) ig - 


also 


qig — (3 “ *2^2) (9f “ “s^a) 

36 T» 


§ 111. Vier Punkte auf einem Kreis. 

Die Gleichung eines Kreises lautet in reohtwintligen Koordinaten 

(1) OoC«* + y*) + 2%a; + 2aj|y 4: ®a== 0. 

Die a siud Konstanten und. Oo, fli, o» nicht alle drei gleich Null. 

Die Gerade wollen wir auch als Kreis betrachten (mit unendhch 
großem Radius). Dann dürfen wir für Oo auch den Wert Null zulassen. 



I 

1 
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Wenn nun vier Punkte 

(®o, yo)» (»1. yi)> (*2, y«)» 

auf einem Kreise liegen, dessen Gleichung ( 1 ) ist, so sind folgende 
Gleichungen erfüllt: 

<2) ao(a^ + y;) + 2aii«v + 2a2yr + a8 = 0 

•(r = 0 :, 1 , 2 , 3 ). 

Da die a nicht alle verschwinden, so folgt, daß die Determinante 

a^ + yo, «öV yo, 1 
a^ + 3^, «1, yi, 1 
+ yf, iBa, ya, 1 
4 H-yS, my 1 

gleich Null ist. 

Umgekehrt läßt sich, wenn Z) = 0 ist, durch die vier Punkte (ov, Pr) 
ein Kreis legen. 

Läßt sich durch die vier Punkte eine Gerade ziehen, so brauchen 
wir nichts weiter zu machen, da die Geraden als Kreise gelten. 

Liegen z. B. (a:o> yo)» (»i.i yi)» (®a» ya) gerader Linie, so 

sind in D die drei ersten ZeUen unabhängig und die letzte ist eine lineare 
Kombination von ihnen. Denn es ist 

«0 Vo i 

1 4 = 0 
»a ya 1 

und JD = 0 . 

Stellt mm ( 1 ) den umbeschriebenen Kreis des Dreiecks (a^g, 

(®u Vi)-! (®ai ya) dar, so liegt auch (a:,, ^9) auf diesem Kreise. Denn die 
vierte der Gleichungen ( 2 ) ist eine Folge der drei ersten. 

i) = 0 ist also die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß die vier Punkte (av, yr) auf einem Kreise 
liegen. 

Wir wollen jetzt D mit 

1, -:2a;o, — 2yoi iBo + y? 

— 2»i, -2yi, a^ + j^ 

i, — 2*2, -2^2, !»§H- 

1, — 2a:i,, —2^8, ajf -(- 

multiplizieren. Die (r + 1 )*® Zeile von D liefert mit der (a 1 )*“ Zeile 
von — 4 D das Produkt 

4" y? 2sBrXg — 2j/f ys H“ 4“ y« 

= (av - ai)“ -f (y, - y,)» = d?,. 

Dabei bedeutet dy, die Entfernung der Punkte (a:,, Pf) und (a;,, y,). 
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Wir fmden also, wenn wir 


setzen, 


oder (vgl. § 110) 

4i)* = -f- ^ ®s&8 — ®i^i) 

X (öa^8 “h (®i^i “H ®a^a — ^a^a)* 

Soll nun jD = 0 sein, so mu£ wenigstens einer der vier Faktoren, 
in die wir 4D‘ zerlegt haben, verschwinden. Wir können aber auch sagen, 
daß wenigstens einer der drei letzten Faktoren Null sein muß. Wenn 
nämlich 

“l“ ”1“ ®a^a “ ® 

ist, so ist 

c^lbl = a^bg— 0363 = 0 . 

Dann sind also überhaupt alle Faktoren gleich NuU. 

ln dem Viereck, daß die vier Punkte (av, i/r) bestimmen, gibt es 
drei Paare von Gegenseiten*) 

®n ^ij ®aj ^a» ®a> ^a* 

a^bi, Ofb^, Ogbg sind die Produkte der Gegenseiten. Von diesen 
Produkten ist also eins gleich der Summe der beiden andern. Das ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die vier Punkte 
auf einem Kreise liegen. 

Solange man vier verschiedene Punkte hat, kann nur einer der 
vier Faktoren von 4D* gleich NuU sein. Unter den drei Produkten von 
Gegenseiten ist also nur eins gleich der Summe der beiden andern. 

Dies ist der Satz von Ptolemäus, den der Leser aus der Elementar- 
geometrie kennt. 

Für den Fall, daß die vier Punkte in gerader Linie liegen, ist er 
identisch mit der sogenannten Eulerscheh Identität. 

*) Ein yieire(k hat seoha Seiten. Man kann nämlich auf sechs Arten zwei der 
vier Punkte geradlinig verbinden. 


031= “10= dl, 
do2= <^30= »2» 
doa== ^30 = Og, 

d|8= d^a— bl, 

dis= dai= bgf 
dia= dai= 63 


-4D» = 


aS 


0 14 bl 
al bl 0 b! 
al bi b! 0 
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§ 112. Fünf Pnnkte auf einer Engel. 

Die Gleichung einer Kugel lautet in reoht'winkligen Koordinaten 
( 1 ) ao(a:* + + »*) + 201 « + + 203 « + 04 = 0 . 

Die o sind Konstanten und Og, Oi, 03 , o, nicht aUe Null. 

Die Ebene wollen wir hier auch als Kugel ansehen (mit unendlich 
großem Radius). 

Wenn fünf Punkte 

(®07 yo» *o)» • • •» (®4> 2^4» * 4 ) 


auf der Kugel (1) liegen, so gelten die fünf Gleichungen 

(2) oo(a^+y? + 2^) + 2aiav + 2a3yr + 2o8iäv + 04=0 

(r= 0,1, 2, 3, 4). 

Aus ihnen folgt, da Og, Oi, Og, Og nicht alle Null sind, . 


*8 + yS H-aS, aso, yo, ao, 1 

+ y? + a?, xi, ffi, zi, 1 
i)=|a| + yf + 4, aja, ya, s^, 1 1 = 0. 

a| + + a%, Jte, * 8 , 1 

«2-f y2 + 2^7 »4» y4, *4, i 
Umgekehrt läßt sich, wenn D=0 ist, durch die füxxf Punkte 
(aVt yr> av) Kugel legen. 

Befinden sich diese Punkte alle in einer Ebene, so ist sie die ge- 
wünschte Kugel. 

Liegen z. B. die vier ersten Punkte nicht in einer Ebene, so ist 


»0 yo *0 1 

«1 yi Zi 1 

«a y» Za 1 
a« ya *3 1 


+ 0. 


Dann läßt uch die letzte Zelle von D als lineare Kombination der vier 
ersten Zeilen darstellen, und von den Gleichungen (2) ist die letzte eine 
Folge der vier ersten. 

Wenn also (1) die dem Tetraeder 


(®b» yo. «o), •••7 (a:a, ya,*a) 

umbescluiebene Kugel darstellt, so liegt auf dieser Kugd auch der Punkt 
(a;47 y47 * 4 )- ^ 

D — 0 ist also die notwendige und hinreichände Bedingung 
dafür, daß die fünf Punkte (av. yr, z^) auf einer Kugel liegen. 

Wir wollen diese Bedingung so umformen, daß in ihr nur die gegen- 
seitigen Entfernungen der fünf Punkte yorkommen. 
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Zu diesem Zweck bemerken wir, daß 

1, —2x0, — 2yo, —2*0, 

1, -2a^, -2yi, -2«i, jb? + 3^ + ^ 

8i)= 1, —202, — 2ya, —2^, OH-S/I + ** 

1, —2xt,—2yo, -228, »8 + s4H-2| 

1, —20^, —2^4, — 224 , ®2 + y2 + *4 
ist. 

Die (r + 1)*“ Zeile der Determinante D liefert mit der (a -|- l)’"' 
Zeile der Determinante 8D das Produkt 

as? + J/? + *? — 2ora?, — 2y,y, — 22,?, + (a^ + + «5) 

= (av — x,)^ + {y, — y,)* + {zr — z,)* = d?,. 

d,8— d„ ist der Abstand der beiden Punkte (av, Vr, j^v), (*«, ^a, *«)• 

Es wird hiemaoh 

0 dSa do8 do4 

di‘o 0 (?a d?4 

8D*= d|o 0 <^8 <^4 . 

dgo dfi dfa 0 d84 

'' (i^o ^41 dfa djg 0 

Das Verschwinden dieser Determinante ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die fünf Punkte auf einer Kugel liegen. 


§ 113. Lineare Abbildungen. 

X, y seien rechtwinklige Punktkoordinaten in der Ebene E und x, ^ 
ebensolche Koordinaten in der Ebene (S. 

Setzen wir 

f s = «ia; + Ay + yi, 

U = «a» + ^2y + y8 

und unterwerfen die Konstanten »,ß,y der Bedingung 

( 2 ) “‘^*1 + 0 . 


BO wird durch die Gleichungen (1) eine Paarung zwischen den. Punkten 
der Ebene E und den Punkten der Ebene (S bewirkt. 


Jedem Punkt (x, y) wird nfimlich durch die Gleichungen (1) ein 
Punkt (x, ;)) zugeordnet, und zwar der, dessen Koordinaten gleich 
« 1 ® + ßiy + yi bzw. o^x + ß^y + y* sind. Umgekehrt gibt es. zu jedem 
Punkt (x, 9) einen Punkt (x, y), dem er vermöge der Gleichungen (1) 
entspricht. Wegen der Bedingung (2) sind bei gegebenen x, die 
Gleichungen (1) nach x, y auflösbar. 
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Man nennt eine solche Paaning zwischen den Punkten zweier Ebenen, 
wie sie durch die Gleichungen (1) vemuttelt wird, eine lineare Ab- 
bildung. 

Die Abbildung (1) bewirkt auch eine Paarung zwischen den Ge- 
raden der Ebene E und den Geraden der Ebene (E. 

Den Punkten (x, der Geraden 

o3£4-bi3 + c = 0 (a, 5 4* 0.0) 


entsprechen die Punkte der Geraden 

asB 4- 6y + c = 0, 

wobei 

'a = «ia + aBb, 

(3) ' ^ = ßxCL-\- ß%bt 

c = yia + yab + c 

ist. Offenbar können a und h nicht beide Null sein, da aus 


wegen (2) 


«iO + «Bb =0, 

ßx^ + ßiß> =0 
a=b = 0 


folgen würde. 

Sind a^bjC gegeben, so lassen si(^ die Gleichungen (3) nach a, b, c 
auflösen, da die Determinante 


«1 «B 0 

ßxß»0 
yi 72 1 


«1 ßi 
«a ßi 


von Null verschieden ist. Wenn a, b nicht beide verschwinden, so können 
auch a, b nicht beide Null sein. 

Die Abbildung (1) bewirkt also wirklich eine Paarung zwischen 
den Geraden von E und denen von (E. Sie ist, wie man sagt, eine 
Kollineation. 

Diese Kollineation hat aber noch eine besondere Eigenschaft. 
Parallelen Geraden entsprechen parallele Geraden. 

Zwei Parallelen in der Ebene Jr lassen sich in der Form 
aa; + öy + c = 0, ax -\-by c' = 0 

schreiben, a und b haben beidemal dieselben Werte. Aus (3) ersieht man, 
daB dann auch a und 5 beidemal dieselben Werte haben. Die ent- 
sprechenden Geraden in (E sind also paralleL Ebenso ergibt sich, daß 
zu Parallelen in (E Parallelen, in E gehören. 
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Pi, Pg seien zwei verschiedene Punkte in E und die ent- 

sprechenden Punkte in (£. Der Punkt P liege auf der Gnaden PiP* 
und teile die Strecke PiP* nach dem Teilverhfiltnis 


PiP 

PP. 



Dann teilt der entspreokende Punkt ^ die Strecke 
nach demselben Teilverhältnis, d. h. es ist 

2i2=*. 


Die Koordinaten x, y von P drücken sich durch die Koordinaten 
*1, und a;,, y^ von Pj und P. in folgender Weise aus: 


X = 


y 


l + i ’ 1-I-« 

Hieraus folgt 

«, » + + y, = + + , (r=l,2) 

d. h. 


3E = 


gi+*3£a 

l+'i 


t) = 


1 + * 


Das TeUverhaltnis bleibt also bei linearen Abbildungen erhalten, 
es ist eine Invariante bei diesen Abbildungen. 

Die Punkte P, die auf der Geraden PiP. zwischen P^ und P. liegen, 
sind dadurch charakterisiert, daß für sie 


PxP 

PP« 


>0 


ist. PiP und PP. sind nämlich, wenn P zwischen Pj und P. liegt, 
und auch nur dann, gleichgerichtet. Diesen Punkten entsprechen also 
Punkte ip auf der Geraden ißiiß., für die 




>0 


ist, die also zwischen und ip. Hegen. 

Aus einer Strecke wird also bei einer linearen Abbildung wieder 
eine Strecke. 


Daraus kann man folgern, daß ein Dreieck bei einer solchen Ab- 
bildung ein Dreieck gibt. Man denke sich alle Punkte einer Seite mit 
der gegenüherHegenden Ecke verbunden. Jeder Punkt des Dreiecks 
gehört einer von diesen Strecken an. 
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Wenn die Ecken des Dreiecks in Jr 


(aJi, yi), ye). 

sind und die Ecken des entsprechenden Dreiecks in (S 


(Xa. ^>)> (X3>9a)> 

so gelten für die Inhalte (emschließlioh Vorzeichen) folgende Formeln: 



ah yi 1 



li 

®a Vz 1 


la ^a 1 


aii ya 1 


*8 ^8 1 


Nun ist aber 


Tnithin 


% pi 1 


«1 Vi 1 


«1 ßi yi 

*a ^la 1 

= 

«2 y% 1 


«a ßz Yz 

3Ea 98 1 


®8 ys 1 


0 0 1 


D = — a,y9i). 


Bei einer linearen Abbildung multiplizieren sich alle 
Dreieoksinhalte mit der Determinante Deter- 

minante der Abbildung. 


§ 114. Inlialt einer beschribikten Pnnktmenge in der Ebene. 
Eine Punktmenge in der Ebene JE nennt man beschränkt, wenn sich 
ein Dreieck A BO konstruieren läßt, das alle Punkte der Menge enthält. 
Sind die Dreiecke 

(1) A^B^O, 

so beschaffen, daß jeder Punkt der Punktmenge wenigstens in einem 
von ihnen enthalten ist, so soll (1) ein äußeres Dreieoksystem der 
Punktmenge heißen. 

Wenn die Dreiecke (1) mit ihren sämtlichen Punkten der betrachteten 
Punktmenge angehören und nicht übereinander greifen*), so wollen wir 
sie als ein inneres Dreieoksystem dieser Punktmenge bezeichnen. 

Die Inhaltsumme eines äußeren Dreieoksystems nennen wir eine 
äußere Dreieoksumme, die Inhaltsumme eines inneren Dreieok- 
systems eine innere Dreieoksumme der Punktmenge. Dabei ist zu 
bemerken, daß wir hieir alle Dreieoksinhalte positiv rechnen. 

Außere Dreiecksysteme gibt es, wenn eine besohränJdie Punktmenge 
vorliegt, immer. Z. B. ist ABO ^ das Dreieck, das alle Punkte der Punkt- 
menge enthält, ein äußeres Dreieoksystem. Innere Dreiecksysteme sind 
stets vorhanden, Nehmen wir z. B. irgendeinen Punkt der Punktmenge 

*) D. h. je zwei von diesen Dreiecken sollen höchstens Bandpnnkte gemein haben: 
Bei den äußeren Dreiecksystemen erlauben wir, daß sie flbepreinander greilezL 
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und lafisen mit ihm die drei Ecken eines Dreiecks gnft nTnTn p nf nllftn ^ go 
bildet dieses verschwindende Dreieck ein inneres Dreieoksystem. 

Die untere Grenze aller äußeren Dreieoksummen nennt tyipti 
den äußeren Inhalt, und die obere Grenze aller inneren Dreieok- 
summen den inneren Inhalt der Punktmenge. 

Da eine äußere Dreieoksumme offenbar nie kleiner sein kann als 
eine innere Dreiecksumme, so ist der äußere Inhalt entweder gleich dem 
innem Inhalt oder größer als dieser. 

Wenn der innere und äußere Inhalt gleich sind, so bezeichnet man 
ihren gemeinsamen Wert als den Inhalt der Punktmenge und nennt 
die Punktmenge quadrierbar. 

M sei eine beschränkte Punktmenge in der Ebene E und sie liege 
ganz in dem Dreieck ABC. Wenn wir die in § 113 betrachtete lineare 
Abbildung anwenden, so entepricht der Punktmenge M eine Punktmenge 
SOI und dem Dreieck ABO Dreieck in (£. Da 90t in ent- 
halten ist, so ist 90t beschränkt. Eine beschränkte Punktmenge 
wird also bei einer linearen Abbildung wieder eine beschränkte 
Punktmenge. 

Da einem äußern Dreieoksystem von M ein äußeres Dreieoksystem 
von 901 entspricht, ebenso einem innem Dreieoksystem von M ein inneres 
Dreieoksystem von 90t, so ist 

eine innere und eine äußere Dreieclmumme von 90t, wenn b und 8 eine 
innere und eine äußere Dreieoksumme von M bedeuten. 

Ist B der Innere Inhalt von M, also die obere Grenze der Summen b, 
und 8 der äußere Inhalt von M, also die untere Grenze der Summen 8f 
so wird 

\(Hß^ — o(’^ßl\^ der innere Inhalt 

und 

8 der äußere Inhalt 

von 901 sein. 

Bei einer linearen Abbildung multipliziert sich also der 
innere und auch der äußere Inhalt einer beschränkten Punkt- 
menge mit dem absoluten Betrag der Determinante der Ab- 
bildung. 

Daraus können wir schließen, daß eine quadrierbare Punktmenge 
bei einer linearen Abbildung quadrierbar bleibt, und daß sich ihr Inhalt 
mit dem absoluten Betrag der Determinante multipliziert. 

Bei einer linearen Abbildung multiplizieren sich also 
alle Flächeninhalte mit demselben konstanten Faktor, nämlich 
mit dem absoluten Betrag der Determinante. 
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Die Determinante 

Oh. ßi 
Oh ß% 

läßt sich als die Funktionaldeterminante der beiden Funktionen 

oh^ + ßiv + Yii oh^-^ß»y + y» 

anseben. Der Betrag dieser Funktionaldeterminante ist nach dem Obigen 
der Quotient von zwei Fläoheninbalten. 


Sechzehntes Kapitel. 

Die linearen Integralgleichimgea. 


( 1 ) 


§ 115. me Fredholmschen Determinanten. 
Wir wissen (vgl. § 53), daß die Determinante 
t + Cu) <h* » • • •» Oin 
1 t • • •» ®an 


®i»i » ^8 j • • •» t -f- 6»n. 

gleich der Summe aller Hauptminoren von 

Cjl Cjj . . r Cjn 


( 2 ) 


Oai Cga 


'an 


Onx ^na • • • ®»n I 

ist, wobei 1 als Häuptminor nullter Ordnung und die Determinante (2) 
als Häuptminor Ordnung mitgereohnet wird. 

Jetzt wollen wir ein Analogon dieses Satzes im kontinuierlich Un- 
endlichen suchen. 

Zunächst wollen wir ihn noch auf eine zweckmäßige Formel bringen. 
Lassen wir in der Determinante 

<Vifi Ofi 


( 3 ) 

<V,fi • • • <V,rp 1 

die Indizes **8? - • - i *9 unabhängig voneinander die Reihe 1,2,...,» 
durchlaufen, so kommt jeder js-iraihige Häuptminor von (2) pl Male vor. 
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Wenn -wir nämlich in (3) ri, r,, . . r, auf alle möglichen Arten permu- 
t>ieren, so bleibt (3) imgeändert. 

Daraus ergibt sich für die Determinante (1) folgende Formel: 


i + ®Uj 

> ■ 

• Cin 


1 C2a» ■ 

• » ®an 

®ni 

ßna > • 

• ■ » 1 + On» 





■ ®rir* 

_|_ ^Ti dr,r» • 

n\ .... 


®riin ^»fi • 



• • • durchlaufen unabhängig .voneinander die Werte 1, 2, . . n. 
Wenn die Cfg eine absolut konvergente Reihe bilden, so gilt, vrie 
H. von Köchin seiner Theorie gezeigt hat, für die unendliche Determinante 

1 + ®ia » • • • 

Cai > ^ • • • 


die Formel 

l + Cu. «u , i , 


Hier durchlaufen r^, fj, . . . unabhängig voneinander die natürliche 
Zahlenreihe 1, 2, 3, .. . 

Jetzt sei /(*, y) eine reelle stetige Funktion, die in dem Gebiet 

0^®, 

definiert ist. Faßt man ®, y als rechtwinklige cartesische Koordinaten 
auf, so ist dieses Gebiet ein Quadrat, das durch die Koordinatenachsen 
und die beiden , Geraden ® = 1 und y = i begrenzt wird. 

Wir wollen dieses Quadrat mittels der Geraden 

1 n — 1 

*=« * — 

■und i n — 1 


n 


^56 Seoibaehntea Kapitel. Die lineaieA Ihtegral^ohimgeiL 

in Teile zerlegen und das durcli 


r — 1 r 

X — , as = T— 

n n 


und 


y = 


a —i 


n 


8 

n 


l)egrenzte Teilquadrat mit £1«., bezeichnen. 

Endlich sei SEri der Mittelpunkt von Qrs und 

7 » 

Dann wird die Determinante (1) gleich 

i>. = 1 + ü*'’ !!*'’ I + • • • 

21^» /(3£a, 15f) /(*., p.) 

t « \ ^ \ I 

+sr 

Was wird nun aus D«, wenn n unbegrenzt zuninunt ? Offenbar ist*) 

1 


/(%, 9i), ■ 

■••,/(%, Th) 

/(3en, 9i), • 



lim^~/(3£r, Pr) == 3?) di», 

1 1 

/(*•, ^r) /(3E,, P.) i 


/{®, ®) f{x, y) 

f{y , ») /(V: y) 


dxdy 


usw. 


Danach kann man vermuten, daß 
1 1 


•(4) lim D„ = 




/(»l» »l) • 

• /(*i, ®p) 

/(a^, JCi) . 

■ /(®p, asp) 


dxi . . . dXf 


sein wird. 

Der strenge Beweis hierfür stüt^ sich auf einen Satz iU)er das Quadrat 
einer Determinante. 

Die Zeilen der p-zeiligen reellen Matrix 

Ou «lÄ • • • «in 
®ai ®aa * • ■ 


<lpi Op^ , . . Opn 


*) Man bedenbe, daß Z^^Pr ist 2 n). 
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wollen wir kurz mit 1, 2, , . jp bezeichnen und unter (ra) das Produkt 
der r*® mit der a*“ Zeile verstehen. 


(5) 


Dann gilt für das Quadrat dieser Matrix die Formel 

(11) (12) ... dp) 


Ap — 


(21) (22) 
ipi) (j)2) 


(2?) 

iPP) 



(11) ... 

(1,P-1) 

(Ip) 

(pp) Ap_i + 

(p -1, 1) ... 

(p -l,p -1) (p 

-IjP) 


(pl) ... 

(p, p - 1) 

0 


Die Determinante 


(11) . 

. (l,p-l) dp) 

(p-1,1) . 

• (p — 1, p -1) (p — 1, p) 

(p> 1) • 

. (p, P - 1) 0 


ist sicher nicht negativ. Sie ist ein Wert der quadratischen Form 


(11) .. 

. (i,p~i) % 

(p -1,!) .. 

. (p — 1, p — 1) Mp_i 


o 

1 


die niemals negativ wird. 

Als quadratische Form läßt sie sich nämlich durch eine orthogonale 
Transformation 

Vj = Cjl "1" 1 % — 17 


Vp— 1= Cp— 1.1 '**1+ • • • + Cp— l,p— 1%— 1 

auf die kanonische Gestalt 

-f- “h ... + Äp— 1^—1 

bringen (vgl. § 88). 

Multipliziert man aber die Form zweimal mit 


Cu . 

.. ci,p_i 0 

Cp-1.1 • 

.. Cp-i,p-i 0 

0 . 

0 1 


Eowalewskl, Determlnajitan. 


17 
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so ergibt sich*) 


(11) . 

.. .(l,p—l) Ul 

(p -1, 1) . 

. (p — l,p -1) Mp-l 

Ul 

Up-i 0 


(i i) 


(1,P-1) «1 


(p - 1, 1) ... (j) — 1, p — 1) fjp_i 

«1 ... Vp_i 0 

und mau sieht, daß X|., X», . . ., Ap—i die (p — 2)-reihigen Hauptminoren 


von 


(11) ... (l.p-l) 


(p —1, 1) ... (p — 1, p -1) 

sind, also Gramsche Determinanten und daher nicht negativ. 
Aus (5) folgt jedenfalls 

Ap^(pp) Ap_i. 


Ebenso ist aber 


Ap_i^(p — l,p -l)Ap_a, 

A, ^(2 2) Al, 

'^1 =( 11 ). 

Hieraus ergibt sich 

Ap^(ll) (22) ... (pp) 
oder, ausführlich geschrieben, 


Nennt man 


«u «la • 

.. <hn 

a 


Ogi Oai . 

.• »an 

{JS (JS fl|y) . 

.•(-So?,) 

®PB • 

• ®pn 



ist 




®ia ■ 


% 


®ai ®a9 • 

• flap 

^(-£a?,)(j;a|,) .. 

. (-Sa;,) 

dpi O^g . 

. dpp 




®Si + Ofta + ... + aip 



*) 1, 2, ...,p — 1 Bind lineare Kombinationen von 1, 2, ...,p— 1. 
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B Norm der i*“ Zeile, so ist also das Quadrat einer Determinante 
e größer als das Normenprodukt der Zeilen. Dieser Satz rührt 
m Hadamard her. 

Wir wollen ihn zum Beweise der Formel (4) benutzen. 

Ist M das Maximum von |/(a;, y) \ in dem Bereich 
'^ird 

/(»i, Kl) . . . /(«i, ®p) I“ 

/(*p» • • • /(®p> •*!)) 

io der Betrag von 


silier als 

icL der Betrag von 


silier als 


¥•■/ 


/(»ä: »l) 

.. . /(a^i, ®p) 

/(a«P7 aJi) 

■ • • /(a*pi aSp) 

V(2>Jf»)P 

= (yp)p jfp 

/(®i, aa) 

• • • /(«ä, *p) 

/(«p, «i) 

• ■ • /(a^j ®p) 


dx^ . . . dxp 


(Vpy 

pl 


JfP. 


Die Glieder der Reihe (4) sind also absolut genommen kleiner als die 
lispreohenden Glieder der Reihe 


11 


21 


M* 


31 


■if»+ . 


Diese Reihte ist aber konvergent. Der Quotient des (n -|- 1 Gliedes 
rch das 7^ lautet nämlich 


«n+l 


jtf-i/ft . 1 Y-‘ 

**n n(y» — 1)"~^ r N — ly 


XXI ist aber 


.d 

! glich 

% 
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so ergibt sich*) 


(11) . 

■ • -(i)P— 1) «1 

(p -ll 1) • 

.. (P — 1, P -1) 1£p_i 

«1 

O 

1 

(ii) . 

.. (l,p— 1) Vi 

(p -1, 1) . 

1 

1 

1 

«1 

o 

1 


und man sieht, daß Ai, X», . . Xp—i die (p — 2)-reihigen Hauptminoren 

von _ _ _ 

(11) ... (l,?)— 1) 

(2> — 1, i) ■ - • (2> — 1, P — 1) 

sind, also Gramsche Determinanten und daher nicht negativ. 

Aus (5) folgt jedenfalls 

Ebenso ist aber 

Ap_i ^ (p — 1, p — 1) Ap_a» 

Ag ^ (2 2) Aj, 

=(11). 

Hieraus ergibt sich 

Ap^(ll) (22) ... {pp) 
oder, ausführlich geschrieben, 

®is • * ■ ®ln * 

... (^4,). 

ttpi öpa . ■ . fllpn 

Insbesondere ist 

®ii ®is ■ • • * 

““ ““ •••;“•" (.Sai.) ... 

Opi Opa . . . Opp 

Nennt man 

®Si + ®Sa + • • • + 

•) 1, — 1 fliiid lineare Kombinationen von 1, 2, ,p — 1. 
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die Norm der Zeile, so ist also das Quadrat einer Determinante 
nie größer als das Normenprodukt der Zeilen. Dieser Satz rührt 
von Hadamard her. 

Wir woUen ihn zum Beweise der Formel (4) benutzen. 

Ist M das Maximum von |/(a;, ^)| in dem Bereich 
so wird 

|a 


/(a^, aji) . , 

. . /(ajj, a^p) 

/(av,, a^i) . 

■ • /(®p, 


^(-2; /*(»!, SB,)) ... (-S/®(®p, a:,)), 


also der Betrag von 


kleiuer als 

und der Betrag von 
1 


kleiner als 




/(«i, x^) .. 


/(®P> -■ 

• /(®pi ®p) 

l/(pJf*)P = 

(Vpipjfp 

/(%, ®i) ■ • 

/(a^, aSp) 

/(«p» %) • • 

/(sTp, «p) 


dx^ . . . dxp 


(fpy 

p\ 


MV. 


Die Glieder der Reihe (4) sind also absolut genommen kleiner als die 
entsprechenden Glieder der Reihe 


( 6 ) 


(yT)^jf . (Vä)< 


11 


21 


Jf» 


(1/3)* 


31 


if«+ ... 


Diese Reihe ist aber konvergent. Der Quotient des (n + ij*“ Gliedes 
durch das lautet nämlich 


«.+1 _ _ K i/fiTi ^ Y~* . 

^*1» »(y» — 1)*“^ y» r ^ ® 


Nun ist aber 


und 


folglich 


Hm -^ = 0, 


lim = 0. 
% 


17 * 
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Damit ist die Konvergenz der Reihe (6) bewiesen und zugleich die absolute 
Konvergfenz der Reihe (4). Ihre Summe heiße JD. 

Jetzt wollen wir den Index v so wählen, daß 

(»4-1)1 ^ (, + 2)I ^ +• 

ist (fi > 0) . Setzen wir dann 
1 1 


fi 

<3 


so ist 


/(«h, a^) . 

. /(ah. ‘>h>) 

fiXj,, Xj) . 

. /(asp, Xj,) 


... ä «Kp 




Setzen wir andrerseits unter der Annahme 

* A ^ * J 


so ist auch 





• /(3E.i. Vrp) 

/(lr„ W . 



ii2;i<4. 


+ -Si') 


Die Differenz D — 2),i enthält drei Bestandteile. Zwei davon, nämlich 
By und —K, sind ihrem Betrage nach kleiner als fi/3, was auch »(>y) 
sein mag. 

Der dritte Bestandteil von D — i>„ lautet 

^ «i) ... /(«i, asp) 




/■■/ 


/(®p, »i) ... /(Op, ®p) 

W • • ■ 9r„) 


dx^.. . dXj, 


|/(*r„Pn) ... /(3Er„9r,) 

und konvergiert bei unendlich zunehmendem n nach Null. Für n ^ JV” 

wird also, wemi N passend gewählt ist, sein Betrag kleiner als e/3 sein. 
Dann folgt aber 

imd das bedeutet (n^N), 

lim jD„ =: D. 

dem Grenzwert der Determinante D, bei unendKoh zunehmen- 
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Wir wollen 



1 . 1 

■1 r r 

/(*ii «i) • 

• /(^H ®p) 

p=i 

^!"'l 

/(«p» ®i) • 

• • /(aip, asp) 


dx^ . . . dxp 


die Fredholmsclie Determinante der Funktion / nennen. 

Die Fredholmsohe Determinante der Funktion Xf (1 konstant) lautet 
hiernach 

1 1 


1 + 


UH 


/(*i, ari) ., 

‘ . /(®i, Xp) 

/(®pj a^) . . 

•• /(asp, a:p) 


d X-J^ m • m d Xp I 


Sie ist eine Potenzreihe in 1, die für alle Werte von X konvergiert. 


§ 116. Das Produkt von zwei PredkolmsclLen DetermiiLaiiten. 

Df sei die Fredholmsohe Determinante der Funktion /(a;, y) und 
Dg die der Funktion g{x^y). Beide Funktionen werden in dem Bereich 

y^i 

als stetig vorausgesetzt. 

Wir wollen beweisen, daß DfDg die Fredholmsohe Determinante 
einer Funktion gD(aj, y) ist, daß also das Produkt von zwei Fredholm- 
schen Determinanten wieder eine Fredholmsohe Determinante 
ist. 

Nach § 115 ist 


D* — lim 


und 


Dg= lim 

fiBiao 


1 + 

61 a, 

•» ®ii» 

Uju» 

1 “1“ ’ 

•1 ^2» 

Chli 

ApZJ 

•» 1 + U|»n 

1 + du, 

dja, . > 

•? djn 


1 + daa» • • 

*» da« 


^a» 

•>!■+• dnn 


(crs = :^/(3Er, 9»)) 


(dV8=:^^(Sf, 9*))* 


Dabei haben 3Er und folgende Bedeutimg: 

2a-l 


2r-l 


2» 


3 ^,, ist nflmlioh der Mittelpunkt des durch die Geraden 
r— 1 r a— 1 a 


X = 


n 


» = _, y= — 

n n 


y — - 
n 


begrenzten Quadrates. 
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Nun wird nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 

1 • • ’j 


wenn wir 

setzen. 


^ + 4uL» • • ’J 

^117 • • •: 1 


1 + yui • 

■ • 7 yi» 

y»!! 

■ • 7 1- + y»n 


7t» 


= ßf* + <^* + 




ergibt sich 

also die 

Formel 



1 + yu7 

y«? 

• 7 yin 

Df Dg = lim 

yai7 

1 + 7»ti • • 

•7 ytn 


y«i7 

yn», • • 

• 7 1 + 7nn 


Ausführlich geschrieben lautet y„‘. 

— {/(Jr, ^.) + ^(3Er, 9.) 9fc) ^(S*. 9.)}- 

Die Summe 

1 

j^-^/(*r7l3ife)^(3Efc, 9.) 

wreioht von dem Integral 

1 

^/(*r7 m) g(w, 9.) du 

um so weniger ab, je größer n ist. Dieses Integral ist nämlich gleich 


w hin 

? ^ 

(*— l)/n 


/(ir, m) 9«) du =^— /(*f, «fc) ^f). 

Dabei liegt uj^ zwischen {h — i)ln und kfn, also zwischen denselben Grenzen 

wiejfc=^fc. 

Ist V genügend groß, so wird für n > y 

|/(*r, «ä) — /(Xf, 

k(««Ä7 9.) I < » 

sein*) (r, *, a = 1, 2, . . ., »), also**) 

I /(^r, ttjfc) g(Mfr, g.) - 7(3Er7 9fc) 9ih, 9-) | 

^ I /(Sr, «») - /(Xr, 1 1 g(«ft, 9,) I + 1 giui, p.) - g (3Efc, p,) 1 1 /(*,, | < 2Me . 

*) ff ist eine vorgelegte positive Zahl. 

**) M ist eine die alle Werte von \f\ and \g\ in dem Bereich O^a;, 
übertriftt. 
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Dann ist aber auch der Betrag von 

V — /(3Er, t).) — / /(Sr, «) ^.) du 

0 

n ^ 

= ^:^{/(Sr, ^fc) ^(Xfc, 9.) — /(3Er, %) 9.)} 

kleiner als 2Jlf8. 

Führen wir nun die Funktion 

1 

sp(i», y) = /(ä»» y) + y(», y) +//(*> “) y) 

oin, so können wir schreiben 


und wissen dabei, daß 


/r» — "IT 9«) H“ ®r* 

7# 


ßf# ^ 


2Me 


n 


ist. 


Setzen wir zur Abkürzung 




n 


so ist es leicht, die Differenz entsprechender Hauptminoren von 

(1) 


abzuBohätzen. 

Die Glieder von 


yn yit • 

• ■ yin 


01 

■ fl« 

ysi ya« • 

■ /an 

und 

yai faa ■ 

■•fa« 

ym ynt • 

• ynn 


yni Ynt • 

• y«« 


yriTi 


yriT, 


\yrpri • • • I 

sind Binome, namlich^rB = fra -}- Sra- Infolgedessen zerlegt sich diese Deter- 
minante in eine Summe von Deternoinanten. Einer von diesen Sum- 
manden ist 

ffiTi • • ■ friVp 

. J 

frpri • • • yrpTp 

und die andern entstehen hieraus, indem man in gewissen Zeilen s statt 
y schreibt. 
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3R sei eine Zahl, die alle W^e von \g>{x^y)\ übertrifft. Man nehme z. B. 
SDl=2Jf + Jf“. 


Dann ist 


I _ I ^ SK , I I ^ SKe 
y« <— und flr, < — 
n n 


(weil 2if <aK). 


Der Betrag eines Summanden mit q s-Zeilen ist nach dem Hadamard- 
sohen Satze kleiner als 

nP 

Es gibt solche Summandem Setzt man für q die Werte 1 , 2, . . . , p 
ein, so ergibt sich, daß der Betrag der Differenz 


kleiner ist als 


Vnri • 

• * YTit, 


Yritt • 

• VriTf 

Yffti - 

• * y>»’» 


yrpf» • 





und 


Machen wir die erlaubte Annahme s < 1 und beachten, daß 




<2p 


ist, so finden wir, d^ die fragliche Differenz ihrem Betrage nach unterhalb 

(yp)P(28K)P . 

liegt. 

m ganzen gibt es 1 


nP 


Im ganzen gibt es ^-reihige Hauptminoren und man hat 

\pj pl 


Da nun 


1 + yu» • 

7xn 


i + fut 

•••» fin 

Ynit 

• •» 1 + yn« 


yni7 

l + fnn 


( 2 ) 


wo M und B. zwei entsprechende Hauptminoren der Determinanten (1) 
bedeuten, so ergibt sich, daß die Differenz (2) für n > v absolut genommen 
kleiner ist als » _ 

.v'(yp)*(2sit)'’ 


i»-i 


pl 
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Daraus ist- aber zu entnehmen, daß jene Differenz bei unendlich zu- 
nehmendem n nach Null konvergiert. 

Der Minuend hat aber den Grenzwert I>\Bq und der Subtrahend den 
Grenzwert D«. Also ist r> n n 


d. h. die Fredholmschen Determinanten von / und g geben als 
Produkt die Fredholmsche Determinante von 

1 


y) = /(»» y) y) y) 


du. 


Man kann zwei Fredholmsche Determinanten auf verschiedene Arten 
so multiplizieren, daß wieder eine Fredholmsche Determinante heraus- 
kommt. 

Die Fredholmsche Determinante von /(a;, y) ist nämlich gleich der 
von /(^, x). JDfDg ist also auch gleich der Fredholmschen Determinante 
von 

1 

/(y, ®) + y) +^/(«, ») y) du 

oder von 

1 

/(», y) + giy, ») +//(», u) ff(y, y) du 

0 

oder von 

1 

f(y, + giy, *) +^/(w, ®) giy, «) du. 


§ 117. Die Fredholmschen Minoren. 

Um zu der Definition der Fredholmschen Minoren zu gelangen, wollen 
wir zuerst eine Formel für die Minoren der Determinante 


( 1 ) 


1 + Cu • 

• 

C»! 

. 1 


aufstellen. 

Es handle sich z. B. um das algebraische Komplement von Cr, (r ^ s) 
in (1). Bezeichnen wir die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, . . ., n nach 
Streichung von r und s übrigbleiben, mit ■ ■ ■> a> (^) gleich 


1 + <Vr 

Cft 

Cf*, 



1 + Cs» 

Cak 


Cfcir 

ö»ii» 1 + C»,fci . 

^»n-2 

%-ir 


• ■ 1 + Cfc^_2fcn_2 
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<2) K„^- 

Setzen wir 


Komplement von 

Cf, lautet 

Ofr 

c.*. 



1 + OjiiÄi 


%-2r 


••• ^ + ^-afc»t-a 



X + Cgf 

^Äi 

^*n-2 

g>iX, fl) — 

C*.r 

!* + Ofcifti • 





■ ^ + OÄ«_afc»-a 


so ist (2) gleich —fff(0,l). Nun enthält aber fi) Glieder mit 
jt*®, und solche mit l,Xju, . . A-jU"“*. Die Glieder der 

letzten Art fallen fort, wenn X = 0 wird, /u’" ist multipliziert mit der 
Summe derjenigen (n — 1 — r)-reihigen Hauptminoren von 



0.r 

Oaha . 

■ ■ 

(3) 


<^»1 • 

— 2 



%-afci ■ 

' * ^ — a*i*— 2 


die Cfr enthalten. Daraus ersehen wir, daß 9E’(0, 1) die Summe aller Haupt- 
minoren von (3) ist, in denen vorkommt, und (3) eingesohlossen. 


— läßt sich hiernach in folgender Weise darsteÜen: 


(4) 


~ -^ra = "1"^^ 


Off ^axj, 




^r^xi ^»1 


+ 



Car 

<^kx •• 

- ®«Ä«_a 

+ 

CkiT 


• <^*n-a 


%-.ir C»^_afci -■ 

* 2*»— a 


Dabei ist xi < x, < . . . , und die x sind Zahlen aus der Reihe 

Läßt man jedes x die Werte , Ä»»— a durchlaufen, so muß man 

statt (4) schreü)en 

(4') 


J„ = c„ + i2 


^ar ^axi 

0*1 Xi 

OXIT 


(n-2)l 




»x,»a 

CxiXx 


Pb*i <?B«t 
difir ^»1 <ö?i*i 
^r^xi ^Kt 
■ ■ 


+ 


%-a»- a*» • • ■ Si-a^Ä-a 
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Offenbar darf man den x auch die Werte r und 8 Glauben. Die dadurch 
neu hinzutretenden Glieder verschwinden alle, weil es Determinanten mit 
zwei tihereinstimmenden Zeilen oder Spalten sind. Man IrnTin also an- 
nehxnen, daß in (4^) alle Summationsindizes unabhängig voneinander die 
Werte 1, 2, . . ?i durchlaufen. 

Wir wollen jetzt ein beslbnmtes Wertsystem 

« = y = i? 

aus dem Bereich O^x, herausgreifen. ^ liege in dem Intervall 

( f* _ 1 J'N 1 g\ 

, — ] und n in dem Intervall { , — 1 . Sollten £ und n beide in 

n ny \ n nj 

dasselbe n-tel von (0, 1 ) fallen, so wollen wir unter ( , — ) nicht 

\ » n/ 

das Intervall verstehen, in welchem rj liegt, sondern eins der benachbarten 

Intervalle, so daß also « in (- — oder in T— , - ent- 

' \ n n J \n n J 

halten ist. 

Setzen wir wie in § 115 

2^—1 2 or — 1 


und 






2n 


{ q , ff=l, 2, ...,») j 


wobei wir unter / eine in 0 ^ a;, y ^ 1 stetige reelle Funktion verstehen, 

lim nc„. = / ( 17 , £). 

n«=oo 

Ferner wird 
lim 


C|fir Pki*! 




= limy^ — 


/(x«., I) /(*x„ W 


1 

-/ 


/(3E,, ;)r) /(*•, Pj 
/(Sx„9r) 

7(»?7 ?) /(»?. 
/(aa»^) /(»l. » 1 ) 


dxi, 


lim 


»s 

Xu Xi 


^«r Cg)^, Cgx, 


Cxxf PxxXi ^iX| 

^rPxiXi^Xi 

Xx,X, 


XtiXl 
1 1 

=// 


/(3E», Pf) fix,, PO fix,, p*,) 
/(*»», Pr) /(Sx.. Pxx) /(Sxx» Pxj 
/(*x„ Pr) fiXx,, Px.) /(ixi, Px.) 
/(P» ?) /(P» Px.) /(P, Px.) 

/ (*xi j S) f (3Exx , Px.) / (^Xi » P*i) 

/(ixiiD /(*x„Px.) /(3^.,PxJ 
/(p, ^) /(p, ah) /{P» a!a) 

/(ah» ?) /(ah. a:i) /(ah. «a) I dJCi da^ 

/(ah. S) /(*». ah) /(ah, «,) 


usw. 
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Bei jeder dieser Limesrelationon handelt cs sich um ein gl c i c li m ii ß i g o s 
Konvergieren nach dem Grenzwert, d. h. es gibt jedesmal eine von rj 
unabhängige Zahl N, so daß für n > die Abweichung von dem G^i*n^- 
wert kleiner als a ist, wie man auch ^ und i] in dem Intervall (0,1) wählen 
mag. 

Nach den obigen Formeln kann man vermuten, daß 
(5) lim ( — nK„) = limf»<?», + 


C«r ^x, 

<?xir Ox,Xj 


K..) 


1 

0 


/(»?» 5) fi'fh ^l) 

/(aJiiS) ih) 


dxi 


1 1 



sein wird. 


fiVi 5) /(i?» /(»?> ®2) 

/(ahi »i) a^a) 

/(*2> S) /(«8i «0 /(a^a» »a) 


»Cj d «Cj ... 


Der Beweis dafür läßt sich ähnlich führen wie in § llf). 

Zunächst ist nach dem Hadamar dschen Satze, wie« man auch 
«x, . . Up und Vx, . . Vp in (0, 1) wählen mag, der Betrag von 


( 6 ) 

kleiner als 


/K, Vi) /(%i Va) • • 

/(«*!, Wp) 

/{W8,t?x) /(«a, Vg) .. 

/(«ta, Vp) 

/(Wp, Vx) fiUp.Vi) 

/(«^, Vp) 

(Y‘p)r>Mr>. 



Dabei bedeutet Jfef das Maximum von |/(a:, y) \ in dem Bereich 0 y 1 . 

Die Glieder der Reihe (5) sind also ihrem Betrage nach kleiner als die 
ontsprochenden Glieder der Reihe 


( 7 ) 


jif+— jT“ 


Das ist die mit M multiplizierto Ableitung der Reihe 


(8) 


, , (VTjiJf , (V2)>Jf« , 03)>M» 

1 + — jj— + 2— ~ + — 3, 


nach M. Die Reihe (8) ist aber für alle Worte von M konvergent, folglich 
auch die Reihe (7). 
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(9) 


Die Glieder der endlichen Reihe 

-nZ„ = /(3E„^r)+-i2j^ 


/(*•, /(*., ^x.) 


+ 





/(!•, ^r) 

/{3E., W 

•• /(3E«, 


1 

/(Sx„ ^f) 

/(3Ex„ Pxx) 

• /(*xx, 


«n— 2 

. . . 


. 





K 


sind absolut genommen kleiner als die entsprechenden 'Glieder von 

11 + ••• + (n -2)1 

d. h. von der (n 1)*®“ Partialsumme der Reihe (7). 

Jetzt wähle man v derart, daß 


M 


(|/v + 2)’'+aif’'+* 
v\ (r + l)I 

kleiner als fi/3 ist, imd bezeichne mit 3^ die Partialsumme von (5) und 
mit die von (9), ferner mit 8 die Summe von (5). 

Dann ist 


und für n^N 

(10) |S,-!S,|<|, 
also 

(11) \8 + nK„ I < fi. 

Daraus folgt aber 

(12) lim(— nZ„) = Ä. 

Es ist übrigens möglich, N so zu wählen, daß (10), folglich auch (11), 
unter der Bedingung n^N für alle dem Bereich O^x, ent- 

nommenen I, 7} gUt (vgl. § 115). Es handelt sich also bei (12) um ein 
gleichmäßiges Konvergieren nach dem Grenzwert 8.. 

Wegen der Beziehung (12) liegt es nahe, — 8, d. h. die negative 
Summe der Reihe (5), einen Minor der Fredholmschen Determinante Df 
zu nennen. Im Anschluß an Fredholm benutzen wir für diesen Minor —8 
das Symbol 


D. 
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Um die imendlichen Reihen für Df und noch einfacher schreiben 

zu können, empfiehlt es sich, für die Determinante (6) eine Abkürzung 
einzuführen. Bezeichnen wir sie wie Fredholm mit 

...Un\ 

Vj ... v„>/’ 

so lauten die genannten Reihen 


und 


0 

+Ä//'5 ' 3 


dx-i -H • • • 


Wir können nun auf Grund der Beziehung (5) eine Eigenschaft der 
Minoren ableiten, die für die Auflösung der linearen Integralglei- 
chungen yon Wichtigkeit ist. 

Wir wollen den Zahlen r, a die Bedeutung beilegen, die sie in § 115 
hatten, und die Elemente der a^ Zeile von (1) mit den algebraischen Kom- 
plementen multiplizieren, die zu den entsprechenden Elementen der Zeile 
gehören. Da r ^ 0 ist, so wird die Summe dieser Produkte gleich Null. 
Man hat also*) 

^ra + Cgp Kfr + = 0 (p ^ f) , 

und daher auch 

(13) nK„ + /(i., 5 ,)J„ 4- 2 /(*•’ 5t) (” -^^t) = 0 • 

e 

Lassen wir jetzt n unbegrenzt zunehmen, so wird 


> lim(nA:„)=:D/Q, 

lim/(i„ pr) = /(i?, 5), 
lim Kff = D/ . 


*) Der Strich am Snmmenzeiehen soll andeaten, dafi ein Wert des Snmmations- 
index ausgeschlosson ist 
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Der Beweis der letzten Formel hat nach § 115 keine Schwierigkeiten. 
Es bleibt jetzt nur noch 

V 1 


Iim2'^/(3E„ {nK^^) 


zu berechnen. Wir wissen, daß lür n>N 


< a 


ist, und zwar für alle in Betracht kommenden Werte von q. (Vgl. § 115.) 
Außerdem ist, wenn wir N genügend vergrößern, für w > ^ 

1/(^8, T)p) -/( 17 , 9p)|<fi. 

auch wieder für alle in Betracht kommenden Werte von q. 

Bezeichnen wir mit Q eine Zahl, die sowohl | / 1 als auch | | 

trifft*) (0^«, y^l), so wird 

/(3Ea, 9p) («-^rp) -/(>?, ^p) | < 2fi(? 


und daher 


Da nun 


2 9p) (w-S^rp) 

1 


ist, BO folgt 


1 

lim^] 9p) inKrf) = Jf{ri, u)D/0dtt, 


und die Formel (13) verwandelt sich also bei unendlich zunehmendem n in 
(14) /(9, ^) A + ■D/(^) + “) ® 

oder nach Vertauschung von § und tj 

1 

/(S,ii)^/+a(|)+ 

*) Da die Reihe (6) ^eiehmÄßig konvergiert, ist ^/(*) 

Die Glieder der Reihe sind namlioh stetig. 


du = 0. 


Fonktion. 
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Ersetzt man /(a?, y) durch /(y, ®), so geht die letzte Formel in fol- 
gende über: 

1 

(15) /(,, g) D, + D ,(^)+ j Hu, S) D, Qdu = 0 

' 0 

oder nach Vertauschung von $ und tj: 

1 

f(g, <,)!>, + 0,0)+ jm, ,i)D,Q)du=0. 

0 

§ 118. Auflösung linearer Integralglelehnngen mit nlcht- 
yersohwlndender Determinante. 

Eine lineare Integralgleichung hat folj^de Form: 

1 

(1) gi(a:)+ff(x,y)g>{y)dy=^(x) (0^a;^l). 

0 

f{x, y) ist in dem Bereich O^x, y^i stetig und ^{x) in dem Intervall 
(0, 1). / und ^ sind gegeben und gi soll man als stetige Funktion in (0, 1) 
so bestimmen, daß die Gleichung (1) erfüllt ist. 

Die Fredholmsche Determinante der Funktion / wollen wir die 
Determinante der Integralgleichung (1) nennen. Sie spielt hier dieselbe 
Rolle wie die Determinante eines Systems von n linearen Gleichungen mit 
n Unbekannten. 

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daß 

ist. Dann gibt es, wie wir sehen werden, eine und nur eine Lösung für die 
Gleichung (1). 

Multiplizieren wir (1) mit 



und integrieren dann nach x, so kommt 

1 11 1 

<2) Jg){x)DfQdx-^ f jf{x, y)i>/Q(p(y) d®dy = fDfQ^{x)dx. 
0 0 0 0 ■ 

Nach Formel (15) in §' 117 ist aber 
1 

//(*, tl)0,Qdx= -0,Q-fi«, V)D,, 
c 
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also 


11 

j y)l>t{^g>{y)äxdy 

1 1 
= -j 9iy)J^t(^dy - Df Jf(u, y)g>{y)dy. 


(2) reduziert sich hiernach auf 

1 1 

j /(«, y)9>(y)dy = --^ J Df(^ 
0 . 0 
oder unter Benutzung von (1) auf 


(a;) dx, 


( 3 ) 


gD(tt) = + 




(x) dx. 


Hiermit ist gezeigt, daß (1) nicht mehr als eiue Lösung hat. 
Umgekehrt ist leicht zu erkennen, daß (3) wirklich eine Lösung von 
(1) darstellt. 

Aus (3) folgt nörnUch 


( 4 ) 


//(». 


y)g>iy)dy 


1 • 11 

= J y)^iy)dy + ^^J j /(®, y)Df(^^<l>{u)dudy.' 
0 *0 0 


Nach Formel (14) in § 117 ist 
1 


also 
1 1 


J y) 


( ffi!>!,y)^f(^^i^)dudy= — J Df(^^{u)du-Dff f{x,u)^iu) 

0 0 0 S 


du. 


0 0 0 
(4) reduziert sich daher auf 


y/(». y)g>iy)dy= --^jDfQ^iu) 


du 


*) Wir haben die Integrationsyariable a, die in (8) anltritt^ durch u ersetzt. 


Eowalewakl, Dotemlnuten. 


18 
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oder witer Benutzung von (3) auf 
1 

ff ix, y) g>iy) dij ^ ^(x) —g){x ) . 
0 

Das ist aber die Gleichung (1). 

Die beiden Integralgleichungen 

1 

9o(») + //(*, y)q>iy)dy^ <!fix) 


und 


<Ii[x) + 


J o, 


<lfiy)dy^g>ix) 


wollen wir reziprok nennen, weil die eine die Auflösung der andern «lar- 
HtcUt. 

f{Xy y) heißt nach Hilbert der Kern der Inbigralgleichung (1). 
Danach wöro also 


“■ffi 


der Kern der reziproken Gleichung. 

Geradeso besteht zwischen den Koeffizienten dos Gl(3ichuugssyst(!ms 

«11 «X + +«15»»'^ ?/i» 


Ofil H- ... "h Otn« ' — Vn 

und denen seiner Auflösung 

*11 Vi-f +*i»yn== « 1 , 


die Beziohmig 
Dabei ist 


*»1 2^1 ‘i" • • • “H *nn Xji 




«11 • ■ 

. . (tin 


«ni • ' 

• • «nn 


lind Ar, das algebraische Komplement von Oft 

An die Stelle von A tritt D/, an die Stelle von 


»b® A(y)- 
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Betrachten ydr statt (1) die Integralgleichung 

1 


so ist der einzige Unterschied der, daB der Kern jetzt nicht mehr /, sondern 
Xf lautet. 

ist, wie wir wissen, eine beständig konvergente Potenzreihe in X. 
Ist X keine Nullstelle von D^/, so lautet die Auflösung von (5) 


gp(a;) = 5^(a;) + — 
oder ausführlich geschrieben 




dy 


(6) g){x) = ^{x) —X 


1 1 1 

//Qi5(y) %)**<*'> '**'+•• • 

0 00 


Bei der Berechnung von 

1 

0 

dürfen wir gliedweise integrieren, weil die Reihe in dem Bereich 

O^a;, y^l gleichmäßig konvergiert. 

Formel (6) gibt die Lösung der Integralgleichung (5) in Gestalt eines 
Quotienten mit dem Nenner und einem Zähler von der Form 

(7) i*o(a;) + %(») ^ ^1+ • • • 

Zähler und Nenner sind beständig konvergente Potenzreihen in X. 


§ 119. H-ftTig einer verschTdndenden Fr edholmschen Determinante. 

In § 117 definierten wir die Minoren indem wir von den 

(ti l)-reihigen Minoren der Determinante 



1 + ®ai> 

ClB, • 


(1) 


i 4“ öaas • 

•7 ®*n 


^1» 


' 1 1 H“ C»n 


ausgingen. 


18 * 
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Wir wollen diese Minoren die ersten Minoren der Frodholm- 

schen Determinante Df nennen. 

In ganz ähnlicher Weise gelangt man zu den zweiten und den dritten 
Minoren von Df, indem man von den (n — 2)-roihigon oder den (» — 3)- 
reihigon Minoren der Determinante (1) ausgeht usw. 

Wir wollen dies für die zweiten Minoren durchführen. B(ä den höheren 
Minoren kann man es genau ebenso machen. 

ri, fj, seien vier verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., w 
und kl, die Glieder dieser Reihe, die nach Streichung von 

^ 1 » »'s» ♦* 3 » U Übrigbleibon. 

Dann läßt sich (1) in der Form 


1 + Cr„4, •• 

•1 ^ifn 





®r4Äii 

^4fr„-.4 

^iru 


1 ~\~ Cftifti» < 



•f 




schreiben. 

Jetzt lautet das algebraische Komplement von 


®rir, Cr,r4 


offenbar 

*%rii 


Cnftt» 



^tfi » 


®r4fti» 


■^nr, = 
uu 



1 "H • 





%^ikii • 

• *» M- %^4kn^i 


und es gilt folgende Entwicklung: 



ßrifi Cr.r, 


Cr.x, 


+2’ 

®r4ri ®r4»'i ®ir4Xi 

rir4 

^»■4^ ^Tifi 

»<i 

^ift ®x,f, CxiXi 


+Z 

Kl, Kt 


^ri CfBr» Cr»x, 

CfBf, CriKi Oft Kt 
®xir, P*»ri dxjXi Cxix, 
®x,n Cx,r. Cx,x, Cx,*, 


0»^r. 




CfBri 

dr4r. 

<V4fcl 

• • • ^*Si-4 

^kiTi 

Cfcin 


••• 

%^iri 

Ofch-*»'* 


• * • efc^-iJ9„-.4 
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Es ist 


Dabei sind xi, x*, xj, . . . der Reihe . . ., entnommen, 

aber Xi < Xj < Xs < • . . 

Will man haben, daß die x unabhfingig voneinander die Werte 
kn—i durohlanfen, so muß man schreiben 


( 2 ) 


TiU 


®rtri 

®r*ri 



^«T* 

®r4T# Cf«»! 
CxiXi 


^Tbfl ^Tlfi CfB*! 


X’’ ^Tifi <^r4r, ^4*1 ®r4*i 
^Xin CxiXi Cjftx, 

^fi 





®firi 

®r,r. <^ 4 X 1 • • 





®r4fi 

®r4f» ®r 4 X, 

• ‘V4X„_4 


+ ... 

. ^ V 

®*in 

<?X,Xl 


1 

Jf 

if 

1 





’ * 

1 

1 


Man kann den x auch die Werte fi, r,, erlauben, da auf diese Weise 
nur verschwindende Determinanten hinzutreten. 

In den Summen auf der rechten Seite von (2) durchlaufen also die 
Indizes x unabhängig voneinander die Werte 1, 2, . . .; n. 

Jetzt sei /(x, y) in dem Bereich O^x, j/^ 1 stetig und man setze 
wie in § 115 

2r — 1 25—1 1 . 

»r JS-. 5-= -2^' ■V.= -S-/(*'.5.) 

(r, 5 = 1,2, 

Dann sind die mit multiplizierten Glieder der Entwicklung (2) ihrem. 
Beü'age nach kleiner als die entsprechenden Glieder der Reüie 

(3) (ß)‘M‘ + + ■ . ■ . 


M ist das Maximum von \f{x, y)| in dem Bereich O^m, y^l. Die 
Reihe (3) ist die mit M* multiplizierte zweite Ableitung der Potenzreihe 

, , (yT)ijf , (ß)*M* , (V3)»jf» , 

1,1 21 31 

die für jeden Wert von M konvOTgiert (vgl. § 115). Daher ist auch (3) 
konvergent. 
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Wahlen wir v so, daß 


... < 3 


vl ■*" (v + l)l 

ist, so wird die Summe 8y der v ersten Glieder von (2), jedes multipliziert 
mit n\ die Ungleichung 

6 




firi 


< 


erfüllen, was auch w{> v — 3) sein mag. 

Unter Si, i^i, I 9 , »^2 wollen wir vier beliebige Werte aus dom Intervall 

fT - ^ f* \ 

(0, 1) verstehen. §1 sei von dom Intervall , — | um weniger als 

\ 71 71/ 

2/71 entfernt, rji von von ^ und 7^9 von 

Wir wollen nun 

lim/7i»ir,.,^^ 

V TtU/ 

für unendlich zunehmendes 71 berechnen. 

Man hat 

_ /(’li) ^i) §a) 

^Tifi ^iu /(’Ja» ^i) /(’?«» fa) 


lim 71® 


Ihn 2 71* 

*i 


lim^J 71* 


1 

=/ 


Xl.«l 


^fbri Crur, 

^TiTi ®rir» örix, 

®xin ßx,fa CxiXi 

^x, C»^x, 

^Tafi öfaXi draXi 

*^ir« ®Xiri PxjXi Cxix* 


^i) /(*li» ^a) ah) 
/(»?a) 5i) /(*?a> U) /(*?a> «h) 
/(*!> §i) /(a^u Sa) /(a^u a^) 




‘'Xtfi «^XiX, »'XtXi 


1 1 

-// 

0 0 


usw. 


§ 1 ) ?a) ®i) /(lyn aJa) 

/(»la» 5i) /(*?a, la) /(*?at ®i) /(*?a. ®a) 

/(«i, Si) /(ah, Sa) /(ah, «h) /(aJi, a;*) 

/(ah, ^i) /(«a, Sa) /(«a, ah) /(a:,, ®a) 


dah <^«h, 


*) Es l&Bt sich erreiohon, daß die r alle yersohieden sind. Vgl. das fihuliclie 
Verfahren in § 117. 
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Daraus kann man die Vermutung ziehen, daß 

0 

sein wird. 

Die Glieder dieser unendlichen Reihe, deren Summe 8 heißen möge, 
sind ihrem Betrage nach kleiner als die entsprechenden Glieder in (3). 
Daher ist 

Sr bedeutet dabei die v*® Partialsumme der Reihe 8. 

Weil nun bei festgehaltenem v imd unendlich zunehmendem n 

lim 8v= 8r 

ist, folgt, daß für 91 > JV 
sein wird. 

Dann hat man aber für n > W 

I — iS I < e- 

Das heißt, es ist 

Auch hier handelt es sich um ein gleichmäßiges Konvergieren nach dem 
Grenzwert 8 ; das heißt, N läßt sich so wählen, daß es für alle SttV» 
aus ( 0 , 1 ) ausreicht. 

Wir nennen (4) einen zweiten Minor von D/ und bezeichnen ihn mit 


\«IiW 


Jetzt ist es ohne weiteres klar, wie die Minoren von Df aussehen 
werden. 

Ein 33 *“ Minor hat das Symbol 

^ /lil. • • • SpV , ^1) 

\Vi *72 • • • V 
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und es gilt für ihn folgende Entwicklung: 


( 5 ) 




Lipßt Ifc in dem Intervall ^ ~ 

falls wir die Worte §i, . , ^p, rji, ...,17p alle verschieden anrmhmen, bei 
genügend großem w die Zaldon ri, . . ., fp, äj, . . ., «p alle verschieden. 
Nun sei 

K, 


ft « ■ * Äjj 


das algebraische Komplement von 


‘*n«i • 


* ■ 

■ • %»P 


in der Determinuntn ( 1 ). Dann ist 

( 6 ) 




Wenn gewisse von den §, ^ zusammonfallen sollten, so hilft man Bi(th 

( j* I j*\ 

n ' n) 

trachtet und nur fordert, daß eins von ihnen das betreffende ^ «der tj ent- 
halte. Dann kann man jedem ^ und 17 ein Intervall dieser Gruppe zuordnon 
und sich so dabni einriohton, daß die zugeordnoten Intervalle, sürntlioh 
verschieden sind. 

^ ® ■ ’ * • I ztiCTst für d<jn Fall 
l?!»?»--* V 

definiert, daß alle 17 verschieden sind, und dann von dieser Funktion 
fordert, daß sie in dem Gebiet 

0äü?|*, r)k^i (Ä = l, 2, ...,p) 

stetig ist. 

Dann gilt die Formel ( 5 ) allgemein. Denn es handelt sich hier um 
eine gleichmäßig konvergente Heiho stetiger Funktionen. 
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Wenn die Fredholmeche Determinante Df gleich Null ist, eo ^t 
es in der Folge 

(7) i), 

\yj ^KyiVtyJ 

sicher eine Funlction, die nicht identisch verschwindet, d. h. für alle Werte 
der aj, y in dem Intervall (0, 1). 

Das zeigt man auf folgende Weise: 

Aus 


“■.-‘+ri/'0^-+S//<C3 


\dx^dx^ -|~ 


folgt durch p- malige Differentiation nach 1: 


0 

1 1 


Diese Umformung ist erlaubt wegen der gleichmäßigen Konvergenz der 
Reihe ^ 

\®1 . . . ®p/ 1 1 / \Xi ^ • Xp Xp^i/ 

für alle Wertsysteme der aj aus (ß, 1). 

Aus Formel (8) folgt aber 


Insbesondere ist also 


1 


0 0 

Wären die Funktionen (7) alle identisch Null, so würden für 1 = 1 
alle Ableitungen von Dxf verschwinden. 

Da 
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ist, so hätte man 

I>if = 

während doch für A = 0 

A/ = l 

wird. 

Es gibt also im Falle Z>/ = 0 unter den Funktionen (7) eine, die nicht 
identisch verschwindet. Ist 

'\yiy,---yp/ 

die erste derartige Funktion, die man beim Durchlaufen der Folge (7) an- 
trifft, so BoU p der Rang von Df heißen. 

Einer von Null verschiedenen Fredholmsohen Determinante können 
wir den Rang Null beilegen. 

Dann hat jede Fredhölmsche Determinante einen bestimmten Rang. 


§ 120. Relationen zwischen den (p —1)^ nnd den HUnoren 
einer Fredholmsehen Determinante. 


Zwischen den {p — 1)*“ und den p*®“ Minoren von Df bestehen Rela- 
tionen, die man am einfachsten aus Formel (5) in § 119 findet. 
Entwickelt man die Determinante 



nach den Elementen 


so ergibt sich 


( 1 ) 


/(^ii ^i)j ^a)» •••» /{^ij 5p)» 




Entwickelt man die Determinante 
/ 


• • • «idY 

• • • 5p • « . Xq) 


/(*?!» 5i)» ■ • •) 5p)j /{*iij ®i)» • • •» /(*ii» ®ij)i 


nach 



§ 120. Relationen zwischen den (p — ^l)tan und den Minoren usw. 
80 gewinnt man den Ausdruck 


10 /gj 

+ (-!)*’ /(»?i, s5s)/(^* ’ 


. . ijp »1 . . . a;g> 

\ 

* • • ®3> 

1 

..r}pXj_... a;j> 

\ 

• * ^p ^ 

/ 

. . i]p . . . 

xA 

• • ^p— 1 ®i . . . 

xj 

17p »1 • 

»A 

^p— 1 5p . • • 

xJ 

17p ajj . . . 

«A 

5p-i5pafi . . . 

xJ 

rjp XqXj^ . . . 

»«-1 

5p— 1 5p a^i • • • 

®g-t 


Aus (2) findet man für 
1 1 




folgenden Wert: 


0 0 


0 0 




' ^<**1 ■ ■ • <*>? 


rjpX^ ... 
*1 . . . 
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Im Falle q = i ist das letzte Glied durch 
1 


(I 

zu ersetzen. 

Unter Benutzung von (1) und (3) nimmt nun die Formel (5) in § 119 
folgende Gestalt an: 

/?.f. . . . lA /«.Sa •••«-’)_/( 5 ) ö (f'«» • • ■ SA 

( 4 ) ^ + • • • + *) 

fl 

Ersetzt man /(*, y) durch /{y, »), so geht (4) über in 

'U«, ... y ... y 'U«, ... sj 


Durch Vertauschung von ^ und ergibt sich liieraus 


( 5 ) 




Für = 1 sind (4) imd (5) die Formeln (14) und (15) des § 117. 

Wir wollen jetzt noch den Fall betrachten, daß Df gerade den Rang y 
hat (j) > 0), Dann sind in den Formeln (4) und (5) die (p — 1)*“ Minoren 
gleich Null zu setzen. Die Formeln reduzieren sich jetzt auf 
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(4') 

<5') 


1 

/s.f. ... 5 a r 

0 

(5J. ... 5A / /« 5. .. . «A j 


§ 121. Lineare homogene Integridglelchnngen. 

In § 118 lösten wir die Integralgleichung 

1 

<i) g){x)-\-^f{x,y)g){y)dy=tfi{x) (0^®^1) 

und fanden 


-YT- ^(y) 


<2) ip{x)+j 

Dahei war vorausgesetzt 

Dt=^0. 

Wenn in der Gleichung (1) ^{x) identisch verschwindet, so entsteht 
die lineare homogene Integralgleichung 

1 

<3) g){x)+^f{x,y)g){y)dy = 0. 

Wenn D/ 4= 0 ist, so zeigt die Auflösungsformel (2), daß 

(as) 0 

ist. Außer dieser teivialen Lösung gibt es also im FaUe D, 4=0 keine andere. 
Wenn aber JD/ = 0 ist, so hat die Gleichung (3) außer der trivialen 

Lösung go = 0 noch andere. 

Ist p der Rang von D/, so verschwindet 


„ (yiyf-Vp 


< 4 ) 

nicht identisch und nach Formel (4') in § 120 ist 


(0 Xy } y* i) 


Daraus ersehen wir, daß 


I 

^ {yiVf' yp\ 
!!>(*) = .»/(* 
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eine Lösung von (3) ist, die bei passender Wahl der Parameter 

und yi, yp sicher nicht identisch verschwindet, weil eben (4) nicht 

identisch Null ist. 

Damit haben wir folgenden Sa Iss bewies<m : 

Die lineare homogene Integralgleichung (3) gestattet dann 
und nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn ihre Deter- 
minante gleich Null ist. 

Dies ist das Analogon des Satzes über n lineare homogene Gloichungfm 
mit n Unbekannten, den wir früher konnenlornton. 

Nun kann man sich dio Aufgabe stellen, alle Lüsungeu von (3) zu 
finden. Dies läßt sich mittels der Formsd (5) in § 120 in einfachster Weise 
machen. 

Wir wenden die genannte Formel auf (hm Minor 


4 " 

' \x ;ax ... V 


un. Dann haben wir also in jener Formel zuuüchst p durch p |> 1 zu er- 
setzen und außerdem statt 

^ 1 ) • • •» ^p'i -1 und ijit ija, . . ., 

bezüglich zu schreibon 

3/i, . . yp und ar, arj, ..., a* 7 ,. 

Wir finden auf dioso Weise 


( 6 ) 




Multiplizieren wir jetzt (6) mit g){y) und integrionm nach y (von 0 bis 1), 
so ergibt sich, wenn g> eine Lösung von (3) ist, 

< -- M*’ % : : : + • • • + l : : : 
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Wir dürfen nämlich überall 
1 

y) 9 >iy)dy durch —g)(z) 

ersetzen. 

Die Gleichung (7) reduziert sich aha*, wenn wir a^, j/i, . . ., aip, yp so 
wählen, daß 


ist, auf 

(70 




<:::3 

+ ...4.(_1)P-. Y 

2)(y^--yv) «1 ••• 

... Xp) 

Wir wollen nun in dem Symbol 

3 ' 

Xh durch X ersetzen und die so entstehende Funktion, dividiert durch 
Df(^^ • • • gleich — setzen. Dann ist 

2) (yi yty»’ - yi\ 

\tv^ • • • tl^/ 

jy (yi Va ys • • • yp\ 


j, /yi y« ya • • • yp \ 

(-DP-l- l ^ , 

'\x^ ... Xp/ 

und die Formel (7') nimmt die folgende einfache Gestalt an: 
(8) g>{x) = Cj_g)^{x) + c,g),(a;) + . . . + Cpg)p{x). 

Dabei haben wir gesetzt 

Ci = —go(»i), ..., Cp =— g)(a:p) . 


288 


Sechzelnxtes Eapitel. Die linearen IntegraJi^eicluingen. 


Die Formel (8) lehrt Tins, daß jede Lösung von (3) eine lineare Korn 
Lination der Funktionen g9i(a;), g>p(x) ist. 

Diese sind selbst Lösungen von (3), wie ihr Ausdruck zeigt, und wegen 
■der Homogeneität von (3) ist jede Uneare Kombination von Lösungen wieder 
eine Lösung. Wir dürfen also in der Formel (8) den c beliebige Werte bei- 
legen und erhalten immer eine Lösung von (3). 

Nun wollen wir noch zeigen, daß die Funktionen 9^1 (z;), ..., gpp(x) 
linear unabhängig sind. 

Um das zu beweisen, greifen wir auf Formel (5) zurück (S. 284). Sie 
lautet jetzt 

1 


^/(JCi, u)gPi(u) 


du = 


1. 


Ersetzen wir aber in (5) durch einen der Werte a;,, a,, . . ., Op, so geht 

/yi Va • • • yp\ jjgQ 

' \ai a, . . . asp/ 


1 1 

“) gPi(^) du = ^/(aJs» w) 9 >iN 


1 


du = 0 . 


Da durch Vertauschung von 
gemein 

1 




Xi mit Xk zu 97h (u) wird, so ist aU- 
du = i , 


Jf v) gniv) du —0 

Wäre nun 

Ci95i(«) + Cag»a(«)+ + 6p<Pp(“) = 0 
60 würde daraus folgen 

I {ci goi(M) + . . . + Cpg)p{u)}f{xii, u)du = cj, = 0, 
und zwar für ifc = 1, 2, . . ., p. , 

Damit ist die lineare Unabhängigkeit von g>x{x), . . ., gc^(a) bewiesen. 

Wir sehen also, daß eine lineare homogene Integralgleichung 
so viele linear unabhängige Lösungen hat, wie der Rang ihrer 
Determinante angibt. 

Bei n linearen homogenen Gleichungen mit n Unbekannten würde der 
Satz genau ebenso lauten, wenn wir den Rang einer ?i-reibigen Determinante 
-anders definierten, als es üblich ist. Einer von Null verschiedenen Deter- 
minante sollte m a n den Rang 0, einer Determinante, die durch Streichung . 
einer Zeile und einer Spalte von Null verschieden gemacht werden kazm, 
<len Rai^ 1 zuschreiben usw. Dann hätten n lineare homogene Gleichungen 


mit n Unbekannten so viele unabhSngige Lösungen, wie der Rang der Deter- 
minante angibt. 

Zum Schluß wollen wir noch Zusehen, was der oben dargelegten Fred- 
holm sehen Auflösung der Gleichimg (3) im Falle von n linearen homogenen 
Gleichungen mit n Unbekannten entspricht. Die x und y sind dann nicht 
mehr kontinuierliche Veränderliche, sondern Indizes, die auf die Werte 
1,2, . . ., n beschränkt sind. 

Wenn die Gleichimgen 

«u flo(l) + «ha flo(2) + • • * + Om flo(n) = 0 , 

Oji g){l) + Oa, gD(2) Otngpin) = 0 , 


OniS5(l) + o*a<P(2)+ ••• +o#«gB(n) = 0 


lauten*), so ist 
der Minor von 





. . . 

Ou Oia . - . 

Oin 

Oai Oaa . . • 

Oan 

a>iia«a ••• 

Ofni 


der nach Streichung der Zellen . . . , und der Spalten a^, . . . , 2 ^ 

stehenbleibt. Der Rang dieser Determinante ist p (n — p im gewöhnlichen 
Sinne) und der Minor muß so gewählt sein, daß er nicht verschwindet. 
Wir wollen annehmen, daß g^ade der Minor 


diese Eigenschaft hat. 

Dann würden die 
folgende sein: 


ß/ia-.-pN 

\i 2 ... 

Fredholmschen Lösungen (x), 


g5p(») 




SP» (®) = 



-C2:;:p^’ 

<2:::D 

\i 2 ... p/ 

*) Wir bexeiohneu die Unbekojuiteii mit 9>(1}> •• 

Eowalewski, Detanünaiitaii, 


(*= 1 , 2 , 


n) 


Ppix) = 


9>(n). 
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Man sieht, dafi 

fiOÄ(l), gofc( 2 ), g>kip) 


alle Nnll sind bis auf gtkih) = — 1. 


Ferner ist 


«»pH-i.fc Op+i.p+a 
«p+a,fc aj»+s,p+a 


®p+it » 
ap+ 2 , n 


9>k{v + 1) 


I p+a 

®p+l, p+l ®p+i» P+!^ 

®p+a, p+i ^+a, p+a 


Onn I 
®p+l, n 

**p+a, • 


***•, p+i p+a • • ■ ®»ft 


®P+li p+i ^+ii fc • • • ®P+lt n 

®P+a, p+i ®p+2, fc • ■ • ®p+a, n 


g5fc(p + 2) 


I Qn, p+l <*n, fc ■ 

öp+1, p+l **p+i, p+a 
öp+a, p+l ^+a, p+a 


I 

®p+a, n 
®p+a, n 


p+l ®», p+a • • • ®nii 



9>fc(f’ + 1)) • • • üt also nichts anderes als die Lösung d^ Systeins 
“p+jL. Ä H" ®p+i. p+iy( 2 > + i) + v- • + ‘*p+i, = 0 » 

— ®p+a, ft + ®p+a, p+l 9° (P + ^) + • • • + op+a, m 9 i>(n) = 0, 

- Onn + V p+l <p(p + 1) + ■ . • + Onn SkC») 0, 
wie man sie mittels der Gramersohen Regel findet. 
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§ 122. Inhomogene lineare Integralglelohnngen mit 
YerschTrlndender Determinante. 

Die Determinante Df der Gleiokung 

1 

(1) d»(a;) 4-^/(a;, y)«(y) dy = 

sei gleioh Null und habe den Rang p. 

Ist dio(a;) eine spezielle Lösung von (1) und goix) eine beliebige Lösung 
von (1), BO folgt aus (1) und aus 

1 

<Po (®) 4- , y) <Po (y) (®) 

durch Subtraktion 

1 

{a>(a;) —ao(s>!)}+Jf(x,!/)(^(y) — d>o(v)}dy = 0. 

iP(x) ist also eine Lösung der homogenen Gleichung 

1 

(2) g9(») +^/(a:,y)g5(y)<2y = 0* 

Umgekehrt ist ^{x) s= jSoC®) + y>(*) 

eine Lösung von (1), sobald g){x) eine Lösung von (2) ist. 

Sind g)i(a5), g>a(®)i • • • » unabhängige Lösungen von (2), so stellt 
<Po(®) + + • • • + Cp9°p(®) • • •» ®p Konstanten) 

die allgemeinste Lösung von (1) dar. 

Es handelt sich- also nur darum, eine spezielle Lösung von (1) zu finden. 
Wir greifen auf Formel (6) in § 121 zurück, multiplizieren diese 
Formel mit <P(y) und integrieren dann nach y (von 0 bis 1). Dabei 
nehmen wir an, daß «P eine Lösung von (1) ist. 

Es ergibt sich auf diese Weise, wenn wir ..., gsp dieselbe Be- 
deutung beilegen wie in § 121 und es so einnohten, daß 



ist, ^(£b) — (P(a;) + 4 • • • + 


1 



Setzen wir <P(*) — Cigoil®) — ... — Cj,gfp{x) — <Po (*)» 

19 * 
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Hieraus geht folgendes hervor: 

Wenn (1) überhaupt eine Lösung besitzt, so ist auch (2) 


eine solche. 

Setzen wir nun (2) in die Gleichung (1) ein, so kommt 



1 



I + /{», m) + /(a;, yi) Xi(«) H- • . . + /(*, yp)%,(«) = 0. 

Dabei haben die Funktionen Zi, . . ;Cp folgende Bedeutung: 
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Sie bilden also ein FundamentalByetem von Lösungen für die Integral- 
Sleiobung ^ 

(5) = 

Mit Hilfe von (4) verwandelt sich (3) in 

1 1 

(6) /(», yi)Jxiiv)^{u)du+ .... +/(«, yp)J = 0 

(O^x^i). 

Aus § 121 (S. 288) kann man entnehmen, daß 
1 

^/(®» yit)Xk{x)dx= 1, 

1 

^/(®1 yfc)»(aj) 0 {k^l) 

ist. 

MultipUzderen wir (6) mit und integrieren nach x (von 0 bis 1), 
BO ergibt sioh 

■ 1 

lxk{'u)^{v>)du = 0 (Ä = 1, 2, ; . p). 

Die Gleichung (1) hat also dann und nur dann eine Lösung, 
wenn ^ {x) zu den Lösungen der Gleichung (5) orthogonal ist*). 

Was enteprioht diesem Satz bei einem System von n Gleichungen 
mit n Unbekannten? 

An Stelle von (1) haben wir das Gleichungssystem 

i Ou ® (1) + Ou (2) + ... . + Oin (») = ift(l), 

/ j j Uji d*(i) H~ (2) -j- ' • • “h ®2» ® (**) = (2) » 


[ «»ii<P(l) + an2Ö>(2) + aj,*«P(n) + (^(n). 

die Gleichung (5) tritt das System 

( Ou Z(l) + ®ai Z(2) 4- • . • + = 0, 

(V\ ] aii%(l) + ÖMX(2)+ ••• +a»i»xN= 0. 


[ OinJfU) + a*»x(2) + . . . + o«„z(n) = 0 

Gin. 

Multipliziert man die Gleichungen .(!') der Reihe nach mit x(i)? 
Xi2), . . x(»)» so folgt aus (!') und (5') 

(7) x(l)i&(l) + Z(2)ift(2)+...+x(n)ift(n) = 0. 

^) VgL wegen der Definition der Qrthogcmalität § 101, 8. 228. 
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Jede Lösung von (5') ist also zu ^(1), j&(2)^ orthogonal. Um- 

gekehrt haben, wenn diese Eigenaohaft besteht, die Matrizen 




• «in 

®11 ■ ■ 

. «1» 

(8) 


• und 

Oa Om •• 

. OSM (^(2) 


ditl • 

■ • ®»n 

■ ' 

. ■ flnn 


denselben Rang. Sonst wäre nämlioh die Gleichung (7) nicht eine Folge 
der Gleichungen (5'). Daß aber die Gleichungen (!') dann und nur dann 
lösbar sind, wenn die Matrizen (8) denselben Rang haben, wissen wir 
aus § 29k 

§ 123. Die Fredholmsehen Fnnktionaloperationeiu 

Es ist zweckmäßig, wie Fredholm es tut, die Gleichung 

1 

( 1 ) + 

als eine Funktionaloperation zu betrachten, die auf die Funktion 
angewandt wird und die Funktion ^(aj) als Resultat b’efert. 

Er bezeichnet diese Operation mit 8f und schreibt dio Gleichung (1) 
in der Form 

8fg) = 

d. h. „Sf angewandt auf g) gibt 

Den Fredholmschen Funktionaloperationen kommt dio Gruppen- 
eigenschaft zu. Anstatt zuerst und dann Sg auszuführen, kann man 
auch eine gewisse Operation SJ^ vornehmen, d. h. es ist für jedes g){x) 

2) Sg8fg)=8Hg). 

Man kann dies ausführlicher so ausdrücken: Wenn 
8fg) — ^ und 8g^ = % 
ist, so läßt sioh derart wählen, daß 

wird. 

Aus 

1 

flp (®) + ^/ («, y) y (y) dy = (aj) 

1 

f (®) + (aj, v) ^{u) du=x (®) 


und 
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folgt aber 

1 1 

Sp(a:) -f |/(a;, P) Qiiy) dy + J g{x, y)g>(y)dy 

11 

+ ^ (ä , tt) /(u, y) g) iy) dudy==x{x). 

Setzen wir aläo 

1 

(3) hix,y)== f{», y) gix,y) 1 gix,u) f{u,y)du, 

so ist 

1 

g5(a;) + ^Ä(», y) g>(y) dy = x{x), 

d.h. 8j,g) — X- 

Es gibt unter den Operationen 8f eine, die aus jeder Funktion g) 
wieder g macht oder, wie man auch sagt, jede Funktion in sich überführt 
(invariant läßt). Diese Operation nennt man die Identität. Man kann 
leicht zeigen, daß bei ihr / (sc, y) identisch verschwindet. 

SoU 

8fg = go, 

d. h. 

1 

99 (®) («> y) (y) y = s» (*) 

sein, BO folgt 

1 

Jf{x,y)g{y)dy==0 (O^z^i). 


Setzen wir aber 


g9(y)==/(*o. y)> 

wo a;,, irgendein Wert aus (0, 1) ist, so verwandelt sich (4) in 


|/(«, y)/(av, y)dy=^o. 


Insbesondere ist also 


|C/(av. y))*‘*y = 0. 

Da wir / als reell und stetig voraussetzen, folgt hieraus 


/(®o.y) = 0 (Ö^y^l). 

Xq ist aber ein beliebiger Wert aus (0, 1). Wir sehen also, daß / identisch 
verschwindet. 

^^r wollen die Identität mit /S© bezeichnen. : 

Die Determinante Df möge diC' Determinante der Operation (1). heißen. 
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Sechzehntes Kapitel. Die lintoren lutegtalg^eiohungeQ. 


Wenn zwischen 8ff8g,8x die Beziehung (2), also zwischen ihi’en 
Kernen die Beziehung (3) besteht, so ist, wie man aus § 116 entnehmen kann. 


DjDg = I>h- 


Nennt man das Produkt von 8f und 8g (in dieser Reihenfolge), 
so ist die Determinante eines Produkts von Fredholmsohen 
Funktionaloperationen gleich dem Produkt ihrer Deter- 
minanten. 

Die Fredholmsohen Funktionaloperationen verhalten sich also 
ähnlich wie lineare Transformationen in n Veränderlichen. 

Innerhalb der Gruppe aller Fredholmsohen Funktionaloperatiouen 
bilden diejenigen eine Untergruppe, deren Determinante nicht ver- 
schwindet. wollen sie die niohtsingulären Fredholmsohen 

Funktionaloperationen nennen. Da6 sie eine Untergruppe bilden, 
ist klar. Denn die Determinante eines Produkts von zwei solchen Ope- 
rationen ist von Null verschieden (als Produkt der Determinanten dieser 
Operationen). 

Wir beweisen jetzt folgenden Satz: 

Zu jeder nichtsingulären Fredholmsohen Funktional- 
operation gibt es eine, die mit ihr multipliziert die Identität 
liefert. 

Wenn in (1) 2)^-{=0 ist, so folgt daraus (vgl. § 118) 






ü') 

Setzen wir also 

so ist 

~ d. h. 8g8f^ = gp, 

was auch gp sein mag. 

Da auch umgekehrt aus (!') immer (1) folgt, so hat man 


= y), 


was auch ^ sem mag. 

Sowohl 8g 8f als auch 8f 8g ist somit die Identität. 8g ist durch 
die Eigenschaft*) 

8g 8 f = 8q 


*) Die Faktoreu sind vca rechts nach links za lesen, am die Beihenfdlge 
za haben.. . . ^ 



§ 128. Die Fredhohnsuhea Fimidioiialopeiatio!ii;^ 
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eindeutig beBtimmt. Aus 
folgt nämlich 
oder 
d. h.*) 


(8y8,)8g=8^8g=^8g 

8y{8f8g)==8y8o=8y, 


8y==8„. 


Ebenso ist 8g durch die Eigenschaft 

8t8g = 8o 

eindeutig bestimmt. 

Man nennt 8f imd 8g zueinander invers und schreibt 

a,^sr\ Si^a^K 

Fredholm spricht im Falle einer singulären Operation 8f von 

pseudoinversen Operationen. 

ln § 122 sahen daß im Falle Df=:0 
/ 

1 


0(x) = ^(x) + 


<:::3 


eine Lösung von (1) ist**). Dabei bedeutet p den Rang von Df und 

<:::3 

ist ein von Null verschiedener p*“ Minor von Df. 

Setzen wir 




xp/ 


BO hat die Operation 8g die Eigenschaft, daß 

J3g8tg)(x) 

sich von (p(g) nur um eine Lösung dw . Gleichung 8f = 0 unterscheidet. 
Es ist also zwar nicht gerade immer 

8g8fg} — g), 

*) Es gilt hier, wie Tn«.n leicht bestätigt, das assoziative Qesetz. 

*"0 ist eiiiB beliebige Foaktion and tp(x)=J3ff. 
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aber doch wenigstens 

SfSgSfg) = Ä/Sp. 

Ist g>iix)y , . g)p{x) ein Fundamentalsystem von Lösungen für die 
Gleichung 8 f = Oy so hat man 

SgSf^ix) = g){x) + Cxg>x{x) + . . . H- 

Wir wollen zwei Funktionen, deren Differenz sich lineai* aus 9O1, . . . , 9^ 
zusammensetzt, kongruent modulis <jDi, ••., 9 V nennen. Dann sind 
SgSfqt und g> kongruent modulis 9>i, ...,9V. Für jedes gp findet also 
die Kongruenz statt 

3 g 8 tg>^g) (modd. g)^, . . 9v). 

Sg heißt bei Fredholm zu Sf pseudoinvers. 
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§ 118. Je größer n ist, desto genauer sind die Gleichungen 


/ . 2r— 1\ 

(»•“1 *^= 9 ^=-; r " ; 


Setzt man 
la.xLtea sie 


?p(*r) = ?>(Pr) = 9>r tiud C,,- 


/(3Er.t),) 


■ 

g>r + ^0r,9* = V>i^)- (** = 1 . .. 

• = 1 

as ist ein System von n. linearen Gleichungen mit den n Unbekannten 9 ?^, 9 Pt , . 
id xnit der Determinante 


.»») 


M 9 


i"l“0ll, ■ ■ •, 


1 . . .,' l-{-<^M» I 

er Ghenzwert dieser Determinante ist gerade die Fiedholmsche Determinante Df. 

A.uf diesem von Hilbert angegebenmi Wege kommt man in ganz natfirUcher Weise 
u: Fredholinschen Determinante. 



Sachregister. 


(Die Zahlen heiiehen eleh anl die Seiten.) 

Abbildnnß einer Ebene auf eine andere 211. Lineare Abb. 249; Invarianz des Teil- 
verbflltniaaes 260; alle DreieckHinhalte muli^lizieren sich mit demaelben Faktor 262. 

AbhBngjgkeit. Siehe: lineare AbbSn^keit. 

Bilinearform 172. Bang 176. Symmetrische Bilineatl 176; als Polare einer qua- 
dratischen Form 177. 

Brios ohis Sätze äber orthogonale Determinanten 146. 

Oaylevs Formeln für orthogonale Determinanten 164. Cayleys Ableitung der Re- 
sultante 169. 

(Charakteristische Gleichung einer quadratischen Form 191. 

Gramers Regel zur AuflSsnng von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten 41, 
Gramer Aber Determinanten 8. 


Definite und indefinite quadratische Formen 187; Hermitesche Formen 198. 

Derangement 4. 

Determinante. Definition 16, in anderer Form 19, Zusammenhang mit dem Difterenzen- 
produkt 40. Det. bei Leibniz 1 und 18, bei Gramer 8 und 19. Zeilen und 
Spalten, Elemente 16; Hanptelemente, (Glieder, Hauptglied 17. Gayloys und 
Gauchya Symbol einer Deu 17. Zwei- und dreireihige Det. 19. Bei^elo 20. 
YeftaiUGhung der Zeilen mit den Spalten 21, der Zeilen (j^alten) 22. Det. als 
Funktion dra Elemente 28. Steti^eit 26. Gharakteristische Fi gflnpnbftftep 27. 
Geränderte Det. 81, symmetrische 101, schiefsymmetrische 121, sduefe 189, ortho- 
gonale 144. Det. als Invariante 171. Fredholmsche Det. 2M. 

Dimnrential, eigentlidieB 202. 

Disbiminante einer quadratischen !Ebrm 177. 

Dreiecksinhalt in Detenninantenform 284, ausgedrückt durch die TCnftfb'fiflnten ijx den 
Gleichungen der Seiten 236. Produkt von zwei Dreiecksinhalten 286. Dreiecks- 
inhalt ausgedrfickt durch die Seitenlängen 238. Verhalten des Dreiecksinhalte bei 
linearer Abbildung 262. 

Dreieckannunen (innere und äußere) bei einer beschränkten Pnnktmenge in der Ebene 268. 

Eigenwerte einer quadratischen Form 190’ einer ‘Hermiteschen Form 197. 

Entwickinng einer Determinante nach p Zeilen (Spalten), Laplacescher Ent^ckluncs- 
satz 84. : Entw. nach einer Zeile (^alte) 86. ^ 


Formen, binäre 160. Lineare Formen 169. Systeme von solchen 170. Büinearo 
Formen 172, miadratiBdhB 177, .Hermitesche 194. 

Franke- SylyestersdiBr Detemunantensäte 94. 

Fredholmsche Determinanten 264 Produkt von zwei solchen 261. Fredholmsche 
Uinoren 266; Relationen zwischen Biripp 282. 

Fredholmsche BWktionalopepratdonen 294 Inverse 297, psendoinvorso (Operationen 298, 
Funktumaldetteminante ^ Jacobisc^ Determinante) 200, als (^uotlräLt von zwei TMfj V 
mteü^tecmii^tenSOl. Multiplikationsaatz 207. BHmktionen rnit nltürtversohwinden- 
^ Fimkoonaldet. 210. Fnnklionaldeterininanten inverser FunktionensvBteme 2S2 
Fonktionalinatriz 2()0. Rang derselben 217. ^ 



r 



303 


Cteiade dnroih zwei Piiiikto. Sue Gleichimg 282. 

Gelederte Detenninaateii SL 

GleiQhxQUBai lineare homogene mit n Unbeh&nnten 60. Bednktion anf tinid)hfln£ige 
GleioEun^n 61. Anzahl der nnahhäogigen Lösimgen 52. Methode yon Frobenins 
zur BeBtünmtmg einea Fondamentalayatema vonLösungen 68. n — 1 unabhBog^ 
Gleichnngra mu n Unbekannten 6L Beliebige lineare Gleitungen mit nUnt^ 
kannten Bedingung fflr die Eziatenz einerLOaung 67. Oramerache 8, 41. 
Lineare Gleudiungen ndt niohtvenohwin'dender adüebynunetriacher Detenn. 181, mit 
verachwindendcff 186. 

Gr amache Determinante von n-gliedrigen Wertayatemen 228, von reellen Funktionen ^Sß. 

Hadamardaoher Determinantenaate 269. 

Hankelsche DeterminBaten 1(^. 

Hermiteaehe Formen 194. Defänite Hermiteache Formen 198. Ttfigheitageaetz 199. 

Identität (identiaohe Substitution) 12. 

Inhalt einea Dreieoka 284, einea Tetraeders 289, einer beschränkten Pnnktmenge in der 
Ebene 262. 

Integralgleiolnuigen 272. 

Eomplemeqit eines kGnora 80. Algebraisebes Komplement 82. Zeichenregel 88. 

Komponenten einer reellen Funktion in bezug auf m Ihuear unabhängige 22?. 

Kontmuanten 140. Gliederzahl einer Koni 141. 

Kreia. Vier Funkte auf einem solchen 2t. Ptdemaeiadher Lehrsatz 247. 

Kugel. Fflnf Punkte auf einer aoldhen 248. 

Laplacescher EatwicMunfflsatz 34 

Leibniz als Erfinder der Determinanten 1. 

Lineare Abbildung in der Ebene 249. 

lineare AblUlngekeit oder Unabhängigkeit n-g^dt^ Wertayateme 46; Gramadma 
Kriterium Lineare Abh. oder UnabL von Funktionen 228. 

Lineare Formen. Siehe: Formen. 

Lineare Gleichungen. Siebe: Gleiohnngen. 

Lineare Tranafoimation. Siehe: Tranarormation. 


Matrix 16. Multiplikation von Matrizen, innere 68, ändere 172. 

Minoren (Unterdeterminanteu) 29. Kon^ementäre Minoren 80. Entvdoklnng nach 
Minoren (Laplacescher ratz) 34 Min, einer Fredholmschen Determinante 266. 

Muli^likation von Determmanten 66, von Fredholmschen Determinanten 261. Innere 
Multiplikation von Matzizen 63, 68. Ändere Multiplikation von Matrizen 172, aaao- 
tiativea Geaeta 176. Multiplikation von Funktionaldeteiminanten 207, von Funk- 
tionalmatrizen 210, 


Normiertes Orttu^onalayatem reeller n-gliedriger Vektoren 192, reeller Funktionen 227. 

Orthogonale Determinante 144 Ihr Wert ^eidh ±1); ihre Beswroke 146. Produkt 
zwe^ orth. Det. 146. Sätze vtm Brios eh! und Siaooi 146. Oayleyache Formeln 
164 Zwei- und dreireihige orth. Det. 157. 

Orthogonale Ttanaformation 190. Orthog. TrL einer redlen quadratischen Form auf 
ka^niache Gestalt 191. Orthog. Td. im kom^exen Gebiet 194 Orthog. Tri einer 
Hermiteschen Form auf kanonische G^talt 198. 

Orthc^naliaierong eineB Syatema linear unäbhäugiger Vektoren 191, eines Systems linear 
unabhängig dtmktionen 226. 

Ortiu^nali&t zweier Vektoren 191, reeller Funktionen 228. 

Paarungen zwischen zwei Syate^n von n Dingen 6. Gerade und ungeradA Paar. 8. 
Symbolische Daratellumg 9. Simum einer Fbimng 16. 

Permutationen, gerade und ungerade 10. 

Pf aff sehe A^regate 129. Detotminanten gerader Ordnung, daigestellt durch Ff aff sehe 
Aggregate 187. 

Polare einer quadratischen Form 177. . 


304 


Sachregister. 


Produkt, inneres, von zwei n-^edrigen Systemen 69, von Matrizen 69. 68, 68, von 
reellen Funktionen 223. Fromikt zweier Betenninanten 60, 66, von zwei Fredholm* 
seW Detenn. S31. Änßraes Produkt quadratischer Matrizen 172. 

Quadratische Form 177. Bang einer solchen 176, Signatar 186. Reduktion auf mög- 
lichst wenig VerOnderliche 178. Transformation in eine Summe von Quadraten 179, IM. 
Trigh^t^esetz 186. Definite Formen 187. Reziproke Form 189. 

Bang einer Matrix 44 Operationen, die den Rang ungeOndert lassen 46, einer Fred- 
holmschen Detemunante 276. Bestimmung des Ran^ einer Matrix 49, einer S 3 un- 
meizisohen Determinante 186, einer schie&ymmetiischen Det. 184. Hat eine Maizix 
den Rai% r, ist die Matrix ihrer r-reihigen Minoren vom Range eins 118. 

Resultante von zwei binären Formen 162, verschwindet dann und nur daim, wenn eür 
gemeinsamer Linearfaktor da ist 168. Anzahl der gemeinsamen Unearhktoren an 
der Resultante zu erkennen 164 B äzout-Oayleyscoer Ausdruck der Resultante 169. 

ReziprokB Determinante 71. Ihre Minoren 72. Rang der Reziproken einer versohwinden- 
cto Determinante (= 0 oder 1) 78. Reidproke des. Produkts zweier Determinanten 76. 

Reziproke Form einer quadratischen 189. 

Sftkulargleiohungll4. Realität der Wurzeln 116, 117. Verallgemeinerte S&kulargl. 118. 

Schiefe B^tarminanm 189. Ebntinuanten 140. 

Sthiefisymmehciache Determinanten 121, versdiwinden, weim die Ordnung ungerade 122. 
Minoren einer schiefs. Det. 122. Die Reziproke symipetrisoh oder s^efsjmmetiisoh 
122. Sohiefs. Dat. als Quadrate Plaffsehm A^r^te 128. Reziproke einer schiefs. 
Det. von gerader Ordnung 180. lineare Gleidinngen mit niditversrnwindender schlafs. 
Det. 188, mit versdiwiiiidender 186. Rai^ einer schiefs. Det. 182. In einer schieb. 
Det. vom Range r jpbt es einen von Kuli verschiedenen r-reihigen Hauptminor 188. 
Verbhrmi zur Bestunmnng des Ranges 184 

Siaocis Sitze Aber orthogoime Determinanten 146. 

Signatur emer quadratisoheu Form 186. 

Smithsche Determinante 109. 

Substitutionen 11, inverse, vmtauschbare 12. Z;|^en 18. Jede Subst. in Zyklen auf- 
l^bar 14 Transpositionen 14 Bei Multmluation mit einer Traoosposiaon ändert 
sich die Anzahl der Zyklen um eins 16. Gerade und ungerade Subst. 16. 

Symmetrische Determinanten 101. Retiproke wie^r symmetdsch 102. Hankolsche 
Det. 102, zyklische 106, Smithsche 109. In einer symrn. Det. vom Range r f^t 
es einan von Null vetsohiedenen r-reihigen Hauptnonor 111. Verfahren zur Be- 
stimmung des Ranges 186. 

Sylvesters Detenninantensatz 76^ 90, 98. Sylvester-Frankescher Satz 94 Folge- 
rungen daraus 98. Verallgamemerter Sylvesterschm: l^tz 100. 

Tetraederinhalt 289, ausgedrflckt durch die Eoeffizienten in den Gleidhnngen der 
Seitenebenen 241. Produkt von zwei Teteaederinhalten 242. Tetiaederinhut aus- 
gedrtckt durch die Eantenl&ngra 248. 

TrSgaeitsg^te dar quadratisohen 'formen 186, der Hermiteschen Formen 199. 

Transpositionan 2, 14 

Umbeschriebener Ereis eines Drdeaks. Sein Radhu 288. 

ümbeschriebene Engel eines Teizaeders. Ihr Radius 244 

ümpa arnng en 6. Jede ümpaar. Iä6t sich durch- Transpositionen bewirken 6, deren 
Anzahl entweder stets gerade oder stets ungerade ist 8. Inversionen bei' 
T7n:q)äar. 4 Gterade und ungerade Umpaar 8. Symbol «iner Unmaar. 11. . 

Una bhta gi gke it von Funktionen 228. Siehe auch: Lmeare Unabhängigst 

Vandermondesche (oder Gauchysdhe) Determinante 88. Ihr Quadrat 63. 

Vertauschbaie Substitutionen 12. ^ 

Wronskisohe Determmante 229. 

Zyklische Detetminanten 106. Zerlegung in Linearfaktoreu mittels der nte» Emheits- 
ynzeln 106. Produkt zweier zykL Det läßt sich wieder als solche schreiben 107. 
ZykL Det, deren erste Zeile eine aritiun. Reihe ist 108. 
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Zeitschriften, Sammeiwerke 

Journal fOr die reine und angewandte Maihenutlk. Gegründet von A. L. GRELLE 
1826. Heiiansgegeben von K. HENSEL, H. HASSE, L. SCHLESINGER 'Wissen- 
schaftlicher Bairat: H. Brandt, M. Dehn, G. Doetsch, A. Fraenkel, O. Hanpt, 
F. HansdorS, E. Hellinger, G. Kowalewski, H. Rademacher, K. Reidemeister, 
A. Rosenthal, C. Schaefer, W. Schmeidler, F. Schottky, O. Toeplitz. Band i — 140 
Preise auf Anfrage, Band 141 — 144 je RM 16 — Band 145 — 147 jo RM 12. — , ’ 
Band 148 — 151 je RM zo. — , Band 152 RM 12. — , Band 153 RM 17.50, Band 154 
RM30. — , Band 155t— 156 jo RM36. — , Band 137 n. 158 (Jnbiianmsband I/EQ» 
Band 159 — 166 je 1^36. — , Band 167 RM56.— , Band 168 RM36. — . 

JDm von A.L. CrtlU gtgriitidtttnjawmel für dit rnnt und angtwandt* itathsmaiilf* darf aaf dn$ Itbtr 
iuadtrijUtrig* VargaM^nhdt mtr^hbUcImi. Srit *mur Grdndung im Takr* i8a6 mtrdt u dar Sammal- 
fiaitfir tüa Ariattan dar gratßa» Mdamar, viakka aaÜ diatarZait dar Matkamatik <hmm «<km Atfttkmans 
gabaa, 

Jatarbuch über die Forisdiiitte der Matfaematlk. Gf^ründet von, CARL OHRTMANN 
nhd FELIX MÜLLER, fort^eführt von EMIL LAMPE, ARTHUR KORN, LEON 
LICHTENSTEIN. Heransgegeben ab Band 51 von der Preußischen Akademie 
der Wissenschaften. Schriftleiter: Georg Feigl. Band 1 — 57: Jahrgang 
1868 — 1931. Band i — 44 (1868 — 1913) Preise auf Anfrage, Band 45 (1914/13) 
RM 75. — , Band 46 (1916/18) RM 92. — , Band 47 (1919^0) RM 74. — , Band 48 
(1921/22) RM 121. — , Band 49 (1923) RM 77. — , Band 30 (1924) RM 78. — , 
Band 31 (1923) RM 100. — , Band 53 (1927) RM 117. — , Band 54 (1928) RM 133. — , 
Band 33, i. H^bband (1929 1 ) RM 63. — . In Bearbeitung: Band 32 (1926), Band 33, 
2. Halbband (1929 II), Band 36 (1930), Band 37 (1931). 

Dar ,fäkrhuk diar dU ForirtkrÜia dar Ma ik a m a t üt' bringt dngakanda Batfraekungan tämiUekar faria» 
ditekam und oiak^ariddisakaH Nauaraakainimgan auf dam GaMata dar raina» Matkamadk, Maekaadk, Rda- 
tüdUittkaaria, Aatranaada und ma t k a matiatkan Pkgtik. Auek dia-Gaaekiakia, und Pkdoaopkia dar Matko’ 
matik taia Fragan dar Didaktik findan aorgfUtiga Barüakaiakiigung. 

» Das Jahrbuch kann ab Band 31 (1923) nicht nur als Ganzes, sondern auch in ein- 
zelnen Sonderheften bezogen werden. Jedes Sonderheft - umfaßt einen oder 
zwei der Hauptabschnitte des Jahrbuchs. Es erscheinen folgende Sonderhefte: 
1 . Geschichte, Thilosophiei, P&dagogik; Mengenlehre. II. Arithmetik und Algebra. 
lU. Analysis. IV. Geometrie. V. Angewandte Mathematik. — Preise auf Aiärage. 

Revue Bemeetrleile des pubUcattons matlifoiailques vereenigd met Jahrbuch über 
die Fcrtschxitte der iCra.fhwTna'MTr nitgegeven door de Praußlsche A kade mi e der 
Wissenschaften met bijzondere medewerking van het' Wiskundig Genootschap te 
Amsterdam. Redactie: Geprg Feigl, Hendrlk.de Vries. Band 37 (Jahrgang 
1932) RM 12. — , Band 1—36 Preise auf Anfrage.' 

Mit Bagiaa» daa Jakraa I93^ wurdan daa gjakriuek ükar dia Fartaakritta dar liatkamatäl* und dia fjtanua 
aamaatriaUa daa p td dia a i^ a maiktmoBguair au ainar dautaäkaaiadarUndi a ak a n Puilikatian vardnigt. Dia 
Auagala arfalgi in awai Tailan, dia auak ainaain haaagau wardan kdunan, und aaoar untar data Titdn 

Revue semestrlelle des publlcations nufhimatlques vereemgd met Jahrbuch über die 
Fortschritte der nitgegeven door de Preußische Akademie der Wissen- 

schaften met bijzondere medewerUng. van het Wisknndig Genootschap te Amster- 
dam. Redactie Georg Feigl, Hmdiik de Vries. Revue semestrlelle des publi- 
cations mathdmatiques. 
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Zeitschriften! Sammelwerke 

Journal für die reine und angewandte Mathematik. Gegründet von A. L. GRELLE 
1826. Hexansgegeben von K. HENSEL. H. HASSE, L. SCHLESINGER. Wissen- 
schaftlicher Beirat: H. Brandt, M. Ddin, G. Doetsch, A. Ftaenkel, O. Hanpt, 
F. HansdorS, £. HeUinger, G. Kowalew;^, H. Rademacher, K. Reidemeister, 
A. Rosenthal, C. Schaefer, W. SchmeLdler, F. Schottky, O. To^litx. Band x — 140 
Preise auf Anfrage, Band 141 — 144 je RM 16 — Band 145 — 147 je RM 12. — , ‘ 
Band 148 — 151 je RM 10. — , Band 15a RM12. — , Band 153 RM 17.50, Band 154 
RM 30. — , Band i 35 t- 156 jo RM 36. — , Band 157 u. 158 (Jubil&nmsband I/II), 
Band 139 — 166 je RM 36. — , Band 167 RM 56 . — , Band 168 RM 36. — . 

v»n A.L. CrtU» gtgrlhtitU tjottnui fiht dU rdn* latd angtaattdUMatlumaHIt' darf a^f iüi« Mir 
Mittidirfjäirig» Virgamgmkdt ntrMKUichm. Siü tdntr Grüadtmw im/akri i8a6 mirdi u dir Sammil- 
tlaiafir di» ArhtlUa dir größt» Mätmtr, wiUki tiii diutr Zdt dtr MaÜu ma iik mam m«mm Anfithtaaag 
goat». 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. Gegründet von CARL OHRIMANN 
und FELIX MÜLLER, fortgefOhrt von EMIL LAMPE, ARTHUR KORN, LEON 
LICHTENSTEIN. Hetausgegeben ab Band 51 von der Preußischen Akademie 
der Wissenschaften. Schriftleiter: Georg Feigl. Band 1 — 57: Jahrgang 
1868 — 1931. Band x — 44 (x868 — X913) Preise auf Anfrage, Band 45 (X9X4/15) 
RM 75. — , Band 46 (X916/18) RM 92. — , Band 47 {igigjzo) RM 74. — , Band 48 
(1921/22) RM lax. — , Band 49 (X923) RM 77 . — , Band 50 (X924) RM 78. — , 
51 (1925) RM 100. — , Band 33 (X927) RM XX7. — , Band 54 (X928) RM X33. — , 
Band 53, i. Halbband (X929 1) RM 65. — . In Bearbeitung: Band 32 (1926), Band 53, 
2. Halbband (1929 II), Band 56 (1930), Band 57 (X93X). 

„ tJdkrhuh Mir di» Forttekrüt» dir MaikmaiiF' Mngt dngikind» BiHrithmigi» idmiHikir ßtrio^ 
d^kt» »»d »iik^iriodiitki» Ifiuiriikdimagi» auf du» Gidtti dar rdm» MatkamaKk, Mukauik, Rda- 
iidmrikion»^ Attnnami» a»d matkimo H selu» PkytOi, Auek difGutkUkt» and P^lmpki» dir Maik»^ 
maHh wii di» Fragm dir Didaktik fiadm tergfäUig* BtrütkiiikÜgung. 

« Das Jahrbuch Iranu ab Band 31 (1923) nicht nur als Ganses, söndem auch in ein- 
zelnein Sonderheften bezogen werden. Jedes Sonderheft umfaßt *tiTiAn oder 
zwei der Hauptabschnitte dM Jahrbuchs. Es eischeiaen folgende Soxiderhefte: 
I. Geschichte, Philo sophie, I^Ldagogik; Mengenlehre. II. Arithmetik und Algebra. - 
III. Analysis. IV. Geometrie. V. Angewandte Mathematik. — Preise %uf Anfrage. 

Revue semestrlelle des publlcatloiis maihimatiques vereenlgd met Jahrbuch über 
die Fortschritte der Mathematik uitgegeven door de Preußische Akademie der 
Wissenschaften met bijzondere medewerking van het' Wiakundig G^ootschap te 
Amsterda m . Redactie: Georg Feigl, Hendrik de Vries. Band 37 (Jahrgang 
1932) RM X2. — , Band x — 36 Preise auf Anfrage. 

MU Bigin» du Jakru 193a wwrdi» da» ^akrhuk Mtr di» Forttekrüt» dtr liathamaUk** und di» ,Jtiou» 
tMutrm» du ßMUtai^ matUmaiiguu^ a» »i»»r di»iuk-»iidirU»düek»» PMlikatio» vtrdaigt. Di» 
Autgah ufolgt *» aun TiOih, di» auek dnul» Uaag»» mndm kt»»»», md wmar tmtu dt» TUd» 

Revue semestrlelle des publlcatloiiB mafiitoiailques vereenlgd met Jahrbuch über die 
Fortschritte der M at h e ma tik uitg^ven door de Preußische Akademie der Wissen- 
schaften met bijzondere medewerläog. van het Wiskundig Genootschap to Amster- 
dam. Redactie Georg Feigl, He n d rik de Vries. Revue semestrlelle des publi- 
catlöns mathdmatiques. 
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SaohregiBter. 


Produkt, inneres, von zwei n-gliediigen Sptemen 69, von Matrizen 68, 68, von 
reellen Funktionen 223. Fto^kt z^er Intenninanten 60, 66, von zwei Fie dholm- 
achen Determ. S^l. Äußeres Produkt quadratischer Matrizen 172. 

Quadratische Form 177. Bang einer solchen 178, Signatur 186. Bednktion auf mög- 
lichst Wenig Verflnderlic^ 178. Transformation in eine Summe von Quadraten 179, 190. 
TrOf^tsgesetz 186. Definite Formen 187. Beziproke Form 189. 

Bang einer Matrix 44, Operationen, die den Bang ungeflndert Jessen 46, einer Fred- 
holmschen Determinante 276. Bestimmung des Banra einer Matrix 49, einer sym- 
metrischen Determinante 186, einer schie&ymmettischen Det. 134. Hat eine Matrix 
den Bang r, ist die Matrix ihrer r-reihig^n Minoren vom Bange eins 113. 

Besultanto von zwei bin&ren Formen 162, verschwindet dann und nur dann, wenn eitf 
geinelnsamer Unearfaktor da ist 168. Anzahl der (gemeinsamen linearlaktoren an 
der Beeultante zu erkennen 164. Bdzout-Oayleyscher Ausdruck der Bmultante 169. 

Bezmrolro Detenninuite 71. Ihre Minoren 72. Bang der Beziproken einer versohwinden- 
^ Determinante (= 0 oder D 78. Beziproke des Produkts zweier Determiiuuiten 75. 

Beziproke Form einer quadratiscnen 189. 

8&kulargleiohungll4. Bealität der Wurzeln 116, 117. Verallgejmeinerte Slknlargl. 118. 

Schiefe Itatenninan^ 139. Eontinnanten 140. 

Sohiefsymmel^che Determinanten 121, venchwinden, wenn die Ordnung ungerade 122. 
Minoren einer scbi^. Det. 1^. Die Besproke symniettisdh oder s^efsymmetrisch 
122. Schiehi. Det tJs Quadrate Pfaff sdier Aggr^te 128. Beziproke einer schiefe. 
Det von gerader Ordui^ 130. Lineare Gleichungen mit nichtversäiwindender schiefe. 
Det 188, mit verschwindender 186. Bang einer schiefe. Det 132. In einer schiefe. 
Det vom Bangn r gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen IBtuptminor 188. 
Yerfehrm zur Bestimmung des Banges 184. 

Siaocis Sitae Aber orthogonale Detenmnanten 146. 

Signatur einer quadratisdbien Form 186. 

Smithsche Detmminante 109. 

Substitutionen 11, inverse, vertauschbare 12. Zyklen 13. Jede Subst. in Zyklen anf- 
ISsbai 14. Transpositionea 14. Bei Midtml&ation mit einer Traufipositaon lindert 
sich die Anzahl der Zyklen um eins 16. Gerade und unger^ Subst 16. 

Symmetrische Determinanten Ittt. Betiiproke wie^r symmetzisdi 102. Hankelsche 
Det 102, zyklisdhe 106, Smithsche 109. In einer symm. Det vom Bange r g^t 
es einen von Null verschiedenen r-mihigen Haiqtttmor 111. Verfahren zurB^ 
stiinmung des Banges 186. 

Sylvesters Determinantensatz 76, 90, Sylvester- Fr ankescher Satz 94. Folge- 

rungen daraus 98. Verallgemeinerter Sylvestersdher Satz 100. 

Tetraederinhalt 289, ans^drhokt durch die Koeffizienten in den Gleidinngen der 
Seitenebenen 241.^ Produkt von zwid Tetraederinhalten 242. Tetraederiiiwt aus- 
gedrfickt durch die Eantenläng^ 243. 

Trlgheitsgesetz der quadratischen 'formen 186, der Hermiteschen Formen 199. 

Transposraonen 2, 14. 

Umbeschriebener Kreis eines Dreiechs. Sein Badins 288. 

ümbeschriebene Ku^ eines Tetraeders. Ihr Badius 244. 

Unqiaamngen 6. Jede Umpaar, läßt sich durch- Transpositionen bewirken 6, deren 
Anzahl entweder stets gerade oder stets ungerade 8. Inversionen bjsi' 
ümpäar. 4. Gerade Und ungerade Umpaar 8. Symbol «inty Umpaar. 11. 

Un a bh ängi gke it von Funktionen 228. Siehe auch: Lmeare Unabhlbigj^^t 

Vandermondesche (oder Gauohysdhe) Determinante 38. Ihr Quadrat 68. 

Vertausdhbare Substitutionen 12. 

Wronskisdhe Determinante 229. 

Zyklische Determinanten 106. TSerlegung in Linearfektoren mittels der 4tten>^EiQ]ieitR- 
wuMeln 106. Produkt zweier zykL Det l&ßt sich wieder als solche schreiben 107. 
ZykL Det, deren erste Zeile eine arithni. Beihe ist 108. 
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. Jahrbuch Aber die Fortschritte der Mathematik vereinigt mit Revue semeBtrielle des 
pubUcations mathdmatiqnes herausg^eben. von der PFenßiscben Akademie der 
Wissenschaften unter besonderer Mltwirknng der Wiaknndig Genootschap te Amster- 
dam. Schriftleiter Georg Feigl, Hendrik de Vries. Jahrbuch über die Fort- 
schritte der Mathematik. 

Die »Revue semestrielle« hat die Aufgabe, schnellstens einen Überblick über die 
in Betracht kommenden VerO£Eentli(äungen zu geben, und erscheint dement- 
sprechend, statt wie bidier halbjährlich, in Zweimonatsheften. Sie enthalt ein 
nach 2^tschrlften geordnetes Verzeichnis der in den einschUigigen Zeitschriften 
ersc h ien e nen Arbeiten, &lls nötig mit verdeutUcheDden Untertiteln, sowie ein 
Titelverzeichiiis der erschienenen Bücher und ein Titelverzeichnia der erschiene- 
nen Buchbesprechungen; bei jedem Titel wird die Gebietsmarke des »Jahrbuchs« 
und der »Re^nie semestrielle« ang^ben. Der Preis dieses Teils ist so nie- 
drig bemessen, daß auch Privatpersonen sich die Anschaffung nicht 
zu versagen brauchen. Er betragt jährlich RM I 2 . — . Das »Jahrbuch« ent- 
halt in der bisher üblichen Form die Referate. 

C. W. Borchardto gesammelte Werke. Auf V eran lassung der Königl. Preuß, Akademie 
der Wissenschaften herauf, von G. HETTNER. Mit dem Bildnis Borchaidts. 
Quart. IX, 511 Seiten. 1888. RM 17. — . 

G. Lejeune Dlrldilets Werke. Herausg. auf Veranlassung der Königl. Preuß. Akademie 
der Wissenschaften von L. KRO!NECKER. 2 Bande. Quart, i. Band. Mit Dirichlets 
Bildnis. X, 644 Seiten. 1889. RM21. — . 2. Band. Fortgesetzt von L, Fuchs. X, 
422 Seiten, 1897. RM 18. — 

Carl Gustav Jakob Jacob!, Gesammelte Werke. Auf Veranlassung der Königl, Preuß. 
Akademie der Wissenschaften. Quart, i. Band. Herausg. von C. W. BORCälARDT. 
Mit dem Bildnis Jacobis. X, 546 Seiten. 1881. a, — 7. Band. Herausg. von K. WEI- 
ERSTRASS. 1882 — 1891. Preise auf Anfrage. 

J. L. Lagrange, Mathematlsdie Werke. Deutsch herausg. von A. L. GRELLE. 

3 Bande. Oktov. z. Band. Die Theorie der analytischen Funktionen. CXXVm, 
694 S. 1823. 2. Band. Vorlesungen über die Functionen-Rechnung. XXII, 1023 
S. 1823. 3. Band. Theorie der Gleichungen. XVI, 532 Seiten. 1824, Pteira auf 
Anfrage. Band 3 ist veigxifien. 

Jacob Steiner, Gesammelte Werke. Auf Veranlassung der Königl. Preuß. Akademie 
der Wissenschaft^ herausg. von K. WEIERSTRASS. 2 Bande. Oktav, i. Band. 
Mit 44 Figurentafeln und Steiners Bildnis. VIII, 327 S. 1881. RM 16. — , 2. Band. 
Mit 23 Figurentafeln. X, 743 Seiten. 1882. RM x8. — . 

Festsdirift zur Feier des 20Jihrlgen Bestehens der Calcutta Mathematlcal Society. . 

Groß-Oktav. VIII, 310 Seiten. 1930. Geb. RMao.-^. 

Diutr statüichi Ftittand mtUUt 97 utrioelU BdtrSgi k tr ocrrttg m dv liaiktmaHlur aut Amtrikf, 
ßmUtkland, Frm^nth, GrtifiiiriUmmm, Jt^m, Indtm, ItaUm, ötiärrrith, Peim, RvßUmi^ dtr Stkmi» 
md ümgwm. 

Qeschichte, Tafelwerke, Allgemeines 

GesChldite der Mathemi^ Von Oberstud.-Dir. Dr. H. WIELEITKER. zBde, 
I; Von den ältesten Zeiten bis zur Wende des 17. Jahrhunderts. 136 Seiten, 1922. 
II: Von 1700- bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts. 134 Seiten. 1923. (Samml. 
Göschen Bi. 226, 873.) Geb. je RM 1.62. 

Gesddclite der MathenurUk. I. Teil: Von den ältesten Zeiten bis Cartesius. Von 
Prof essor Ihr. S. GÜNTHER in München. Mit 36 Figuren. VIII, 428 Saiten, Neu- 
druck 1927. (Sammlung Schubert Bd. XVin.) Geb. RM 17.40. 

II. Teil: Von Cartesius bis zur Wende des 18. Jahrhunderts. Von Oberstudien- 

. direkter Dr. H. WIELE ITNE R in München.,- i. HSlfte: Arithmetik, Algebra, 
Analysis. .Mit 6 Figuren, Viii, 231 Seiten. 1911. (Sammlung Schubert Bd. LXIII.) 
Geb. RM. 8.40 2. Hfilfte: Geometrie und Trigonometrie. Mit 13 Fig, VI, 222 

; Sriten. 1921. (Sannnlung Schubert Bd.LXTV.) Geb. RM 3.30. 

. krAx »«ft sitk amek, in iBtttm Buck$ vtitdtr du grttfit Mtüttrtckrfi dtt Vtrfauiri in dir-tiMmonfitm 

- AntmäU mnd idnivn, n n mfindtn BanttUmg dnit g^tn Sioffu, dit atak uint andtrm grißtrmJCtmftn’ 
ditn MtttdtknA.'* ßir Mutkmaiih und f kfdh. 
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Geschldite der Elementar-Matheinatlk in systematischer Darstellung. Von Professor 
Dr. JOHAKISrES TROPFKE, ehern. Direkt der Kiischiier-OberreälschTile za Berlin. 
Lex.-Oktav. Band i : Rechnen. VII, 222 Seiten. 3. Anfl. 1930. RM 12. — , geh. 
RM 13.20. Band 2: Allgemeine Arithmetik. IV, 221 Seiten. 2. Aufl. 1921. RM 8.50, 
geh. RM 9.50. Band 3: Proportionen, Gleichungen. IV, 15z Seiten, 2. Aufl. 1922. 
RM6. — , geh. RM 7. — . Ba^ 4: Ebene Geometrie. IV. 240 Seiten. 2. Aufl. 1922. 
RM 9. — , geh. RM 10. — . Band 5 : 1. Ebene Trigonometrie. II. Sphfixik und sphärische 
Trigonometrie. IV, 185 Seiten. 2. Aufl. 1923. RM 7,50, geh. RM 8,50. Band 6: 
Analysis, Analytische Geometrie. IV, 169 S. 2. Aufl. 1924. RM 7. — , geh. RM 8. — . 
Band 7: Stereometrie. Verzeichnisse. V, 128 Seiten, 2. Aufl. 1924. RM 6.50, geh. 
RM 7.50. 

„Dtm y«t/autr gMkri UHttr Dank für ttin dit Htuuitn Ergtknitt* kistoritehtr Fonekujigtn hrüch- 
tiehHgtndu, darch VdllHündighdt und Klarkdi rieh autMriekntHdtt Wirk. Et vtrditnt trinm Plata im 
Büehärttkrank rimt jidm kfaikimarikirt.“* Naiurvrittimtkafiin. 

Mathematische Forschung in den letzten Jahren. Rede, gehalten am 31. Januar 1921 
vor der Mathmnatiscl^ Gesellschaft Benares von deren Vorsitzendem GANESH 
PRASAD. Aus dem Englischen übersetzt von Dr. FRIEDRICH LANGE. 
Groß-Oktav. 37 Seiten. 1923. RM 0.80. 

In IriektvirsUn^iekir DartitUung hrüktri dir Vmfattir Übtr dm Aufbau dir Tkierii dir InUgral- 
glrieknngm und ihn Anwtndungm, dU Erforukung dir Orundlagm dir mathimaHtckm Phytik, dU 
ViraUgtmriniruMgditBigrifftdir konturgmim Rrikm und diiEntmeklung dir modemm RriarimÜUtkiirii, 

Dasselbe in englischer Sprache. 1923. RM 0.80. 

Neue Rechentafeln. Für Multiplikation und Division mit allen ein- bis vierstelligen 
2iahlen. Herausg^eben von Professor Dr. J. PETERS, Observator am Astrono- 
mischen Recheninstitat. Folio-Format. VI, 378 Seiten. 1909. Geb. RM 20. — . Diese 
Rechentafeln von Peters sind auch in französischer und englischer Ausgabe 
zu haben. Je geb. RM20. — . 

Dr. A. L. Grelles Redientafeln, -welche alles Multiplizieren und Dividieren mit Zahlen 
un-ter Tausend ganz ersparen, bei größeren ZaÜen aber die Rechnung erleichtern 
-und sicherer machen. Neue Ausgabe. Besorgt -von O. SEELIGER. Mit Tafdn 
der Quadrat- u. Kubikzahlen -von i — 1000. VII, 501 Seiten. Folio. Geb. RM 26. — . 
Diese Rechentafdn von CreUe liegen auch in englischer und französischer 
Ausgabe vor. Je geb. RM26. — . 

FflnfstelUge Logattthmen. Mit mehreren graphischen Rechentafeln und häufig vor- 
kommenden Zahlwerten. Von R^ierungsrat Professor A. ADLER Z-weite Aufl. 
X17 Seiten u. i Tafel. 1929. (Samml. Göschen Bd. 423.) Geb. RM 1.62. 

Dmr Band mtkSli dU gmnrimn LagarUhmm der ganim Zakltn hit 1000, dU dir giniimitriitkm Funk - . 
rianm, dU mirkl iek m Wnii diitir Funktimm und dii Reiki dir maikimaritikm, fkyrikalittkm und orirc^ 
uanritikm Hilfriufrin, vrii rii fünfxtdUgm Logarükmmtifiln gmadkriritk hrigigikm rind. 

.Fflntstelllge Logartthmentalehi der -trigonoinetrischen Funktiönen für jede Zeitsekunde 
des Quadranten. Herausgegeben -von Pröf. Dr. J. PETERS, Obsei^tor am Astro- 
nomischen Rechenmstitut. Lez.-Oktav. IV, 82 Selten. 1912. RM 6. — , nb. RM 7. — , 

In dm varliigmdm Tüftln Hitri dir Hirautgibir, untir Bmutnung du rnrhnUm Mmmalt, dat ihm 
alt RuuUat dir urit f. Bautthingtr antgrfükrtm ßmrbriiung dir aekttUlUgm Tafrin dir trigonomriritekm 
Funktimm nur Vufügung ttand, du rukamdm Attivnimii, rin Hilftnrittri von gnßim Nutnm.. 

Vollstündlge logarttiimtodie und trigonometrische Tafeln. Von Professor Dr. E. F. 
AUGUST, -v^and Direktor des KöUnischen Realgymnaisums, Berlin. Neunund- 
vierzigste Auflage in der Bearbeitung -von Dr. F. AUGUST, weiland Ptof. a. d. 
Artillerie- ti. Ingenieur-Schule, Berlin. Oktav. VII, 204 S. 1931. Geh. RM 4. — . 

,JDii AnorAtungm du Zaklmmatuialt in dm Ttfrin^ du klart Dmek, kandlithu Format und gidkgmi ■ 
AutriaUung m^ilrim dat Buek allrin^ Allgimrim V irmutungt-Ifaekriiktm^ 

Vierstellige Tafeln und Gegmtafeln für logaxithmisches.und trigonometrisches Rechnen : 
in zwei Farben zusanunengestdlt. Von Professor Dr. HERMANN SCHUBERT, 
Nene Ausgabe von Dr. ROl^RT HAÜSSNER,' o. ö. Professor a. d. Universität 
Jena. 175 S. Neudruck 1926. (Samml. Göschen Bd. 81,) Geb. RM. 1.62. 

' ,JDii viuririEgm Lagaritknun rind' in -du Form ruht kandliek uHd griilHf. Bitmdut tu in^eklm 
sind dii Tafrin für Seimlm, m u t?on Vortril ist, dis Lunmdm aiefd not umfangrrickm Bürium nu ko- 
lastm."' ZritHkrift d. Ortur. Ingmimt- und ArtkÜtUin-Kurint. 
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l^erstelUce Logarlthmeiitalelii. Von Dt. MAX ZACHARIAS, Stadienrat am Vor- 
e in ig ton Friedrichs- and Homboldt-Gymnasiam in Berlin, and Dr. PAUL MBTH, 
Stodienrat a. d. Herderschnle in Charlottenbnrg. Gioß-Oktav. 44 Seiten. 1927. 
Geb. RM. 1.50. 

rJ^i*** LegantkmMiafd tdeknet tiek durch ÜcrnchUickc Awrdtatng tmd Xdchtmn du GchatcucH 

DtuUckc Schultdtfmg im Palt», 


Logaifthmische Rechentafeln fflr Chemiker, Pharmazeuten, Mediziner und Plqrslker» 
Gegründet von Professor Dr. F. W. KÜSTER f . Für den Gebrancb im Unterrlchts- 
laboxatoiiam and in der Praxis berechnet sowie mit Erlftaterongen versehen. Nach 
dem gegenwärtigen Stande der Forschung bearbeitet von Dr. A. THIEL, o, 6. Pro- 
fessor der physikalischen Chemie, Direktor des Fhysik.-Chem. Instituts der Uni- 
versität M^bnxg. Fünfanddreißigfste bis viendgste, verbesserte und vermehrte 
Auflage. Oktav. 188 Seiten and eine TafeL 1929. Geb. RM 7.50. 

,J 3 U vMhl » Utci i id hchauuUH. Khttcrcchm RuhmU^dn find dem C hem i ke r, der sich ihrer eütmal iedieni 
hat, tum ungern enüehrten JPerhteug getoerden, dat tieh in seiner ieteOhrien Anerdnung du Steffu tu einem 
vtirilieh nüttUchen und /cut netmendigen Hilfshueh entwieheli hat. Die Neuauflage eruheini teie Mlieh 
nach dem neuesten Stande der Forschung.'* Zeitsekrift für angetaandte Chemie. 


Fünfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktlonen sowie der Funktionen ez und e— * 
mit den natürlichen Zahlen als Argument. Von Dr.-Ing. KEIICHI HAYASHI, 
Professor an der Kaiserlichen Kyaahu-Universita.t Fukaoka-Hakosaki, Japan. 
Oktav, rv, 182 Seiten. Neudmek 193z. RM 9. — . 


hs^mdeia^anische Verfuser hat aus der Natwendigheit, die Werte heider Funktiansarten gleieh- 
teUigmu Verfggung tu hohen, Tafdn heruhnet, in denen nicht nur die HvperhdfunhUenen, sondern euch 
die KrtsrfmktimM mit verschieden großen Ahstt^ungen, auf fhuf Dedmelst^Un angemendet sind. Die An- 
ordnung ^uer Tafdn istJbßerstjfroMsch, Druck und Pc^er sind ausgetdehnet, sa daß die Benutaung tick 
heguem wm/ d^ach gestaltet. Für alle, die taUmmdfiige Ruhnttngen mit den genannten Funktionen häufiger 
auttufhhrtn hohen, ist der Gebrauch der Tafdn als ßrahUuh und edtsfiarend ju emjfehleH." 

Zeitschrift du Vereins Deutuher Ingeniture. 


Matiiematische Formelsammlung. Von Professor O. TH. BÜRKLEN f. Vollständig 
umgearbeitete Neuauagabe von Dr. F. RINGLEB. Mit 38 Figuren. Zweite, ver- 
besserte Aufl. 256 Seiten. 1931. (Sammlung Göschen Bd. 51.) Geb. RM. 1.62. 
Die neue Auflage ist um ^ AluhnÜte über ZaUenihearie und Differentialgidthungen vusentliek er- 


Mafliematlsche Mußestunden. Eine Sammlung von Geduldspielen, Kunststücken "'Hd 
Unterhaltungsaufpil^ mathematischer Natur. Von Professor Dr. HERMANN 
SCHUBERT. Vierte Auflage, neubearbeitet von Professor Dr. F. FITTING, 
München-Gladbach. Oktav. 245 Seiten. 1924. Geb. RM6.— . 

„puhleiru, ^h äußulieh habseh asugestattete Buch wird allen Lesern Freude machen, und insbesondere 
^ Lda^^ inihrneme FüUe von Anregungen far den ünierrUhi varfinden. Wir emfifehltn die .Muße- 
stunden aUgemtsner Btaehtung.** ZeUsehrifi far dos Rteltthtdwuen. 

Letebuch. der Mathematft für Studierende der Naturwlssensthäften und der Technik. 
Eiim E itrf flhrung in die Difierential- und Integralrechnung utiH in <jio analytische 
Geometrie. Von Dr. GEORG SCHEFFERS,. Geh. R^iemngsrat, Prof. a. d. Techn. 
Bfochachnle Charlottenburg. Mit 438 Figuren. Sechste, verbesserte Auflage. 
Neue Ausgabe. Lexikon-Oktav. VIII; 743 Selten. 1932. Geb» RM 13.—, 

ifaturwissenuhnften und der Tuhtdh getekricbene Lehrbuch ist in 
^ SoOstmiterncht besttmmi und geht daher van dem denkbar geringsten Moß von Var- 
J>"**dabtnruhnen, in der AifUsung von Gleiehungen ersten Gradu 
mU esner Unbehanntm und in du niederen Goometrie bewandert tu sein. 


Arithmetik und Algebra 

Arithmetik nebst Gleichungen i. und a. Grades. Von Professor Dr. HERMANN 
SCHUBERT. Drito Auflage, neubearbeitet von Professor P. B. FISCHER, 
Stodienrat am Gymnasium zu Berlin-Steglitz. Mit 3 Figuren. Z32 Seiten. 1923. 
(Sammlung Göschen Bd. 47.) Geb. RM 1.62. 

IHe neue Bearbdiung du verütgenden Bdndu ist durch einen Abschnitt abu Kembinatarih bereiehcrt. 
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Eldtnentarc Algelnti« Von Professor P. S. FISCHER, Stndieniat am. Gymnasitim 
zu Berlin-Steglitz. Mit 20 Figuren. 149 Seiten. 1926. (SamxoL Gesehen Bd. 930.) 
Geb. RM 1.62. 

JDtr trsia Tdl du Battdu ItJumdtU dit allpmuiu Thuri$ dar algiirtduhan GtaieJumgaH, dar awdia 
iuondart Gldahungan und LBtwHgaoar^akraH, Dam Tuet sind gut genOkUa Zaklanahut^U haigagdam.'* 

Allgam.Varmuatmgt-diTaekriMa». 

EinfOhrung in die Axlomatlk der Algebra. Von Dr. H. BECK, o. Professor an der 
Unlversita.t Bonn. 1926. X, 198 Seiten. (Gdschens Lehrbflcherei Bd. 6.) RM 9. — 
geb. RM 10.50. 

Dat varUaganda Btuh anthdlt im aauaadtUhau da» Stoff ainar a» dar Banatar UnhareitSt gahoüaata» An- 
fdngarvariutang: u aruhgjfft aieh adaht in axiamotiaehan Dinga», sondam hr^agt darMar JUnana aina RaiJu 
amdarar GaUata, dia dar Stndiaranda imnaAt- 

Ldhrbuch der Algebra. Von Dr. ALFRED LOEWY, o. Professor an der Universität 
in Freibiirg i. Br. I. Teü: Grundlagen der Arithmetik. Grofi-Oktav. VI, 398 Seiten. 
1915. RM X2. — , geb. RM 13.20. 


Algebra I: Die Grundlagen. Von Dr. OSKAR PERROK, o. ö. Professor an der Uni- 
versität München. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 4 Figuren. 1932. VIII, 301 Sel- 
ten. (Gfischena LehrbUcherei Bd. 8.) Geb. RM 11.50. 

Algebra II: Hieorle der algebralsdien Gleichungen. Von Dr. OSKAR PERRON, o. 0. 
Professor an der Universit&it München. Mit 5 Figuren. 1927. VIII, 243 Seiten. 
(G&Kshens Lehrbücherei Bd. 9.) RM 8. — , geb. IBM 9.50. 

Band / antiält dia Gmndiagriffa, ufalgt ain Kofitai Ahar da» tolynamiaaha» und da» Teyloraelu» Sata 
fand darjfkr da» Ingaadaur vakhHga Ahaeknitt Mar DatamdnnaifaM, AauahUafiaatd Jolga* Kapital Mar aym- 
matriaaha FmdUianaH, TaHba/rhait tmd Mar dia Bedatana van Wuraal». Band 11 iat dar Glaiakamgathaaria 
gawidmat. 

Hfihere Algebra. Von Dr. HELMUT BÜ^SSE, o. 0. Professor der Mathematik an der 
Universität MArbnig. I : Lineare Gleichungen. 160 Seiten. 1926. (SamniL Göschen 
Bd. 931,) Geb. RM 1.62. II: Gleichungen höheren Grades. 160 Seiten, 1927. 
(SauiTul. Göschen Bd. 932.) Geb. RM 1.62. 

„Ba iat dam.Varfauaar galunga», m angatam Rakma» daa GOäuda dar aUgamaina» AJga^ vor da» 
Angan du Luara aaffauriäkia», ainar Algahv, dia aaff dam Fundamatd dar Dafia a iti o n a » dar Ringa, Kgrpar 
und Intagridttabaraiaha aeffgabaut iat!* ZaÜaahrift Jür maiiam. und naturm. ünUrr. 


Algebraische Theorie der KOrper. Von Professor Dr. ERNST STEINITZ. Neu 
herausgegeben, luit Erläuterungen und Anhang: Abriß der Galoisschen 

Theorie versehen vonDr. REINHOXD BAERu: Professor Dr. HELMUT HASSE. 
Oktav. 134 Seiten und 27 Seiten ErlSuterungshecft. 1930. RM 9. — , geb. RM 10.20. 

Praxis der Gleldiungen. Von Dr. C. RUNGE, Professor an der Universität Göttingen. 

^ Zweite, verbesserte Auflage. Mit 8 Figuren. 10 I. V, 172 Seiteru (GöschensLdhr- 
bflehexei Bd. 2.) RM 6. — geb. RM 7. — 

Bina araah^anda Daratdlung dar Varfdkran aur numariuka» Auawartung dar Bnaarm «wkf meitUna^ 
Giäifk$tn^sn mÜ dntr und mgJkrm» UfMkmmtma IHmi da» W»rk aack in trst»r Zdm» dm B»dütfi$uim 
du prdkHtckm Ruknmu^ »c find»t dock auch der Lehrer viele wertneUe Amregungm dormv 


Belsplelsaiiiiiiluiig zur ArHhmetlk und Algebra. Von Professor Dr. HERMANN 
SCHUBERT. Vierte, neubeaxboitete und erweiterte Auflage von Professor P. B. 
FISCHER, Studienrat am Gymnasium zu Berlln-St^litz. Mit 8 Figuren. 139 Seiten. 
Neudruck. 193X. (Samxnl. Göschen- Bd. 48.) Geb. RM x.62. 

Dia bakaamta BaiaHalaammlung nur AriikmaBk und AlgOro von H. Sehuiart araehaimi ktarmit in 
naua» Baoriaitung. Andarungan gagan dia alta» Avfloga» aind na^ ^kaidiakm Kttrumga» ^ n^ 
fttchm Varhuserungm ineefem ^agetreiea^ al» die Ai^gakm mtr A^ekra gana erkMick ervmUri emneu» 


Gruppenttieorle. Von Dr. LUDWIG BAUMGARTNER in München. Mit 8 Figuren. 
X20 Seiten. X92X. (Saxnml. Göschen Bd. 837.} Geb. RM 1.62. 

HhiWihf un g ln die Determinantentheorie eiuRchliefllirJi der Fredholmachen Deter- 
minanten. Von Dr. f ^'B'-'RTT A'RT) KOW AXJi W SET, o. Prof, an der Te chii . Hochsch. 
ln Dresden. Zweite, verk. Aufi.. Gr.-Okt. IV, 304 S. X925. RM X4. — , geb. RM X3.30. 

^a KamalamaUaaka DarataOung du uufongraiaMa» GMatu aaiaknai aiak durah dia onaahauHaha Kr^t 
undKtmrküt dar Spraaka vor andara» aua. DU Baaahmigung mit dUaam Buaka gauMkrt nOa» «m»w- 

ukeffüieka» Gatain» dna» raUha» datkatiaaAa» Ganatfi. Sakulmarf, 
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Determinaiiten. Von Stndienxat Professor PAUL B. FISCHER. Dritte Anflage. 
136 Seiten. 1932. (Saminl. Göschen Bd. 402.) Geb. RM. 1.62. 

Dtr in tintr wumdUth umgmrbdt^tn Airflagt voriiigandt Band satt di* StudUrmdm dar Maikemaiik, 
Physik und tuhnistktn Wiss*nsehaft*n in di* GrundaUg* dtr D*t*rminmnt*n msifükr*n. 

Zahlentlieorle. Von Dr. KURT HENSEL, o. ö. Professor an der Universität Marburg. 
Groß-Oktav. XII, 356 Seiten. 1913. RM 10. — , geb. RM 12. — . 

Gntndleliren der neuereo Zahlentheorie. Von Professor Dr. PAUL BACHMANN. 
Dritte, neu dnrchgesehene Auflage. Mit einem Geleit^^rt herausg^eben von 
Dr. ROBERT HAUSSNER, ord. Professor an der Universität Jena. Mit 10 Figuren. 
193z. XVI, 252 Seiten. . (Göschens Lehrbflcherei Bd. 3.) RM 9.50, geb. RM 10.50 

JDtr erst* AhsehniU di* klassiteh* Tkttri* dtr ratianalan ZM*n, dtr tw*ii* *in* Eit^ührung 

in di* Tkttrit dtr algdra^htn Zahltn, dtrtn vtrsthitdtn* Idathadtn am Bti^pitl d*t gnadratisthm* K§rp*rt 
an *in*m harmonisehtn, in sieh g*uUatttn*K Ban ausammtngtfügi w*rd*n. 

Synfiietlsdie Zaldenfheorle, Von Dr. RUDOLF FUETER, o. Professor an der Uni- 
versität Zürich. Zweite, verbesserte Auflage. 1925. VIII, 277 Seiten. (Göschens 
Lehrbüchetei Bd. 4.) RM 10. — , geb. RM I2. — . 

Bi* vtrli*gtnd* *w*ü* Atfflag* d** htmäkrtm L*hrhnthu t**itt g*g*n di* *r*t* uMrtith* Ändtmngm 
und Erginatmg*n auf. 

Das Fermatprobleni ln seiner blsher^n Entwlddung. Von Professor Dr. PAUL 
BACHMANN. Oktav. VIII, 160 ^ten. 1919. RM 2.50. 

ln dtr uorU*g*ndtn Aikandlnng gilt dtr Vtrfasstr tin* ÜbtrtUhi von d*n Bttatisvtrfahrtn «std d*n 
Tkttritn, wtleh* Sultr, L*g*ndr*, Gauß, DiritUti, Knmmtr und andtr* Forsthtr in ikrtn Sinditn hi*r das 
dUgtmtbu F*rmatfiroU*m angtvätndt und *ntvtiti*li hai*n\ 

Irrationalzahlen. Von Dr. OSKAR PERRON, o. 0. Professor an der Universität Mün- 
chen. 1921. VIII, 186 Seiten. (Göschens Lehrbücherei Bd. i.) RM6. — , geb. 

RM 7.—. 

Inhali: Ui* Grundlagtn — Dtr Btgriff dtr Grtna* — Paitnttn und LogatiHmtn — Vtrsthitdtn* Dar^ 
titUungsformtn irraiitnaltr Zahltn — Approximaiion irraiienaltr Zahltn durth rational* — Algtbraiteh» 
und irant**nd*nt* Zahltn. 


Mengenlehre 

Mengenlehre. Von Professor Dr. E. KAMKE. Mit 6 Figuren. 160 Seiten. 1928. 
(SanunL Göschen Bd. 999.) Geb. RM z.62. 

Dtr Band hthanddt di* grundltgtndtn Taitathtn dtr Mtngtnlthr*, di* für all* Zvitig* dtr Maihtmatik 
SO grtfi« Btdtniung gtuotmtn hat, Di* DafiidHon dtr Mtng* ttfelgi im Ansthlt^fl an Cantor. Btsondtr* 
Vorktunhdss* wtrdtn nitki voransgtsttai. 

Mengenlehre. VonDr.F. HAUSDORFF, o. Professor an der Universität Bonn. Zweite, 
neubearbeitete Auflage. Mit 12 Figuren. 1927. 285 Seiten. (Göschens Lehrbücherei 
Bd. 7.) Geb. RM 12. — , geb. RM 13.50. 

^Das Ltkrhuk sttat him Ltstn hdn* hlktrtn maikttnsdistktn KtnsUniss* als di* Aafangsgründ* dtr 
Difftrttttial- und Inttgralrttknnng, aUtrding* dbtr *m* gtttiss* Sthärf* dt* aistrahttn Dtnktns voraus und 
taird von Studi*r*ad*n in mütltrtn S*m*st*m mit Erfolg gtltstn wtrdtn kOnntn. 

Analysis 

Das Kontinuum. Kritische Unterroohungen über die Grundlagen der Analysis. Von 
Dr. HERMANN WEYL, o. Prof, d.' Mn.ii'hftTnn.'H'ir an der Universität Göttingen. 
Unveränderter Neudruck. 1932. V, 84 Seiten. RM3. — . 

Elementare Relhenlelire. Von Dr. HANS FALCKENBERG, Profesror an der Uni- 
versität Gießen. Mit 4 Figuren im Text. 136 Seiten. 1926. (Samml. Göschen 
Bd. 943.) Geb. RM. 1.62. 

Das BS^ktn will m*^ Utton als datr was inftdtm Ltkrlutk dtr It^finiiisimalrtthnnng Ühtr untndlich* 
Etihon ontkalttn ist, und fügt duhaU a. B,dtrSr9rttrung ühtr das Cauthysek* Divtrgtna- und Xottotrgtna- 
hrittrutm asttk saltk* ümtr das Eaahtstk*, da* logaritkmistk* und das Ganfistk* an. 
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Komplexe Reihen nebst Aufgaben Aber reelle und komplexe Reihen. Von Dr. HANS 
FAlLCKENBERG, Professor an der Universität Giefien. Mit 3 Fignien im T^. 
140 Seiten. 1931. (Samml. Göschen Bd. X027.) Geb. BM x.62. 

Fourlei^e Reihen. Von Dr. W. ROGOSINSKI, a. o. Professor an der Universität 
Königsberg i. Pr. Müt 4 Figuren. 135 Seiten. X930. (Samml. Göschen Bd. xo22.) 
Geb. RM 1.62. 

Lebesguesche Integrale und Fourlersthe Reihen. Von Dr. L. SCHLESINGER, o. Pro- 
fessor an der Universität GdeBen, und Dr. A. PLESSNER. Groß-Oktav. VIII, 
229 Seiten. 1926. RM X4. — , geb. RM x6. — . 

irDof Sy*t$m iti x« dttr«1tgifükrt, daßSaH knnt Vorkmtitrntt*grford«rt und trotadtm dat vaU$ Btktrrstkt» 
dät Maimdals trwUU mrdtn kannw * AJlgvmtins ÖsUttu Cktmik^r» u, 

Niedere Analysis. Von Professor Dr. BENEDIKT SPORER- Mit 5 Figuren. Zweite, 
verbesserte Auflage. Sechster Abdruck. X79 Seiten. X9X9. (Samml. Göschen Bd. 53.) 
Geb. RM x.62. 

Oku» dtn vistmtclmfilithtn Scdtn mu vtrUuttn, wer #x du* B$tir»btu. du Vttfetstrt, aB$ Ahldiungm 
in dtn vtrtekitdtntn Kastln diut* uMfamgrdehtn GMtitt tt thtfach und virtfändUek wit mOfUtk dtra»- 
fttiltn und durch Btit^tlt ilartr tu maehtn. 

DlHerentlalrechnung. Von Professor Dr. A. WITTING in Dresden. Mit 94 Figuren 
und X85 Beispiel^. X91 Seiten. X93X. (Samml. Göschen Bd. 87.) Geb. BMx.62. 

Int^;ralrechnung. Von Rektor Dr. FR. JUNKER. Mit 50 Figuren. Vierte Auflage. 
Neudruck. X32 Seiten. 1929. (Samml. Göschen Bd. 88.) Geb. RM x.62. 

,J}ii Bdndthtn »nd tint wahrt Jftehtekult dts aitirakttn Dtnhtns,, und tit gtmtflm in Fathkrdttn 
mü Rtthi das hdehsit Ansthtn" Magatin für Püdatogih. 

Repetitorhttn und Aufgabenaanmilung zur DHIerentialrechttung. Von Rektor Dr, 
FR. JUNKER. Vierte, verbesserte Auflage von Ob^studienrat Professor 
Dr. A. WITTING. Mit 47 Figuren im Text. X30 Seiten. 1928. (Samml. Göschen 
Bd. X46.) Geb. RM x.62. 

Btr Bernd, dir sieh als ntnügKehts Miittl tstr SisMung der tUmtniartn Sdtni und Ftrmdn dtr D^trtn- 
iialrtehnung iiwührt hoi, tifuhr hi stintr Uftuestflagt tisu htdmttndt Vtrhsstrung und Srm^tmng, 

Repetitorium und Aufgabensammlung zur Int^;ra]rechmuig. Von Rektor Dr. FR. 
JUNKER. Mit 52 Figuren im Text. Dritte, verbesaerte Auflage. Neudruck. 
X35 Seiten. X929. (Samml. Göschen Bd. X47.) Geb. RM x.62. 

^fiit rwiehhaMgi Auftdbtnsnsnsnhing ist für dtn SdhstuHttrrieht' tthr guigntU Bas nUtUeht Büehl^ 
wird wditrhih dit verdUntt grtfit Vtrwtndnng finden!* Sehnmttr Pädagegiseht Zdtuhrift, 

Lehrbuch der Ditfereiitlalglelchongeii. Von Dr. HEINRICH LIEBMANN, o. Prof, 
an der Universität Heidelberg. Giofl-Oktav. VI, 226 Seiten. Mit 3X Figüren. igoi. 
RM 6.—, geb. RM 7.20. 

EfaifOhnmg ln die Theorie der gewöhnlldbien Dütaentialglelchuiven aut funktionen* 
theoretischer Grundlage. Von Dr. LUDW. SCHLESINGER, o. Professor an der 
Universität Gießen. Dritte, ueubearbeitete Auflage. Groß-Oktav. VIII, 326 
Seiten, xgza. RM xo. — , geb. RM xx. — . 

Et war dasBuirthtn dts Vtsfatters, durch die kitr gtgthntDarAtUung dit Thttrit dtr D^trtniiälghi- 
thttngtn auch dsnjmigtn lAehitr angüngBeh tu maehtn, 4« ts mit den Anwendungen dtr Analysis tu tun 
hohen, 

GewOhnlldie Differentialgleichungen. Von Professor Dr. G. HOHEISEL. Zweite, 
verbesserte Auflage. 159 Seiten. X930. (Samml. Göschen Bd. 920.) Geb. RM x.62. 

Dir Band hgiuntniiitintr ilentmtor gehaltenin Binfükrungin dit Thttrit dtrgtwBhnlithen DifftrenU^- 
gJtUhungtn, geht aher in den sfüteren Tiäen Über die Anfangsgründt htnaus. Bai dtr Auswahl du Staffu 
wurden Gegenstündt, wAeht Anwendungen Mulatten, haertngt. 

QewShnlldie DltTerentialglelchungen. Von Dr. J. HORN, o. Professor an der Techni- 
schen Hochschule Darmstadt. . Zweite, völlig umgearb, Auflage. Mit 4 Fig. X927. 
VIII, X97 Seiten. (Göschens Lehrbüchorei Bd. xo.) RM 9. — , geb. RM 10.50. 

Inhalt; Eltnuntare Iniegratiensmethe d en, Sseistentieweite, litthedt der sehrittmdsen Annäherung, 
numeritth und gr^ihische Näherungsuuthedtn, lüuure DifitrtntidlglAtkungm,- el em en tar e _ Integratiet^ 
nuthodm und weitere Uniertuehungen im reellen Gebiet, Bseitten^Mweise im htmflexen GMet, Abhängige 
beit der Zjhungtn von Parametern und Aifangtwuien, Singularitäten niehtUnearer BifferiniialgltithMngen, 




Seiten. 


Partielle. Differentlalglelcliuiigen. Von Professor Dr. G. HOHEISEL. i 
iga8. (Samml. GOschen Bd. 1005.) Geb. KM 1.62. 

Partene DIHerentlalgleldiuiiseii. Von Dr. J. HOKN, o. Professor an der Toclmis«*«» 
Hocl^ule Daimatadt. Zweite, umgearbeiteto Auflage. Mit 8 Pimren- VIII, 
228 Säten. 1939. (Göschena Lehrbtlcherei Bd. 14.) KM ii.— , geb. KM la- — “• 

SigtHorigoHM aut dtm itwäkrim Pmgramm vot» 




^nfaagtiatrtprMtmt, dunka»g^r^m*cJtranlM*^ 
VtrdudtrhtMt,- «r wird auth dnt BivfgkruuK in dU hdt^ itmdMit TkM>ri« 


Ai^aben^tnlung zn den gewOhnUchen und partiellen DifferentialglelcliUfigeii. 
^^^essor Dr. G. HOHEISEL. 1932. (Samml. Göschen Bd. 1059.) Cteb. 

Infegi^elAiingen. Von Dr. GERHAED KOWALEWSKt, o. Professor an der 
Technisdien Hochschule Dresden. Mit 11 Piguren. Giofl-Oktav. 30» Soiton. 
1930- (Göschens Lehrbücherei Bd. 18.) EM 15.—, geb. EM 16.30. 

PunktlottenfheoretlsGhe Vorlesungen. Von HEINRICH BUEKHARDT. Neu 
hei^^eb.jron Dr. GEORG FABER, o. Prof. a. d. Techn. Hochsch. in Mtinclion. 
I. Band I. Heft. Dritte, umgearbeitete Auflage. Qtofl-Olrtav. X, iSä Seiten. 

r-®* n' olzf *• . Fünfte, umgearbeitete .A.xxfIago, 

Gio^Ol^v. X, 386 Seiten. 1931. EM 9.—, geb. EM to.30. H. Bami. X>ritto, 
voUsftodigumgeaxbaltete Auflage. Gxofl-Oktav. VI, 444 Seiten. ■ 1920. ItlMC 14*— » 
geb. EM 13.30. -nrr » 

F^WonettiheiM^. Von Dr, KONRAD ICNOPP, o. Professor an der Uni'vei’sitfl.t 
^bi^en. E^to T^: Grundlagen dar allgemeinen Theorie der anelirtischon 
Mit 8 Kgnren. Vierte, verbesserte Auflage. 140 Seiten. 1930. 
(^ mmlu ng Gössen Bd. 668.) Geb. EM 1.62. Zweiter Teil: Anwendun^ren und 
Weterführm^ der allgem e inen Theorie. Mit 7 Figuren. Vierte,' verbesserte 
Auflage. 138 Seiten. 1931. (SammL Göschen Bd. 703.) Geb. EM 1.62. 

‘ StuSwmtdm dtr Uaihtmatik alt JUTaasdaf JUartr 

und tirmgat Dartttlhmg anft aOrmti» tu^aUm:' MenaUttkrifi fitr liathmatih aapted JPAytih, 

Aufgabensanunlung zur Funktlonentheorle. Von Dr. KONRAD KNOPP, o. 2 ?ro- 
MssOT au dtt Universität Tübingen. Erster Teil: Aufgaben zof ellexnen±axen 
Funktdoi^tlmone, 136 Seiten. Zweite, verbesserte Auflage. 1931. ( Sa.Tmnl. 

Göschen Bd. ^ 77 >) Geb. EM 1.62. Zweiter Teil: Aufgaben rur höheren Fanhrtiotxon» 
theone. 143 Seiten. 1928. (SaminL Göschen Bd. 878.) Geb. EM i.6z. 

t* ttdkdUnun Anfsdlm ItaUkat tUk aufXm^it 

MMmt (Samml, Gtttktn Bd. 668 und 703). Sdmtliektn At^m tind dU LStm^ Jd^iat^ 

E tafflh nmg In die konforme Abbildung. Von Dr. LUDWIG BIEBERBACH- o. Ö 
I^fesaor an der Universität Berlin. Zweite, neubearbeitete Auflage. Mit 
30 Figuren. 131 Seiten. 1927. (SammL Göschen Bd. 768.) Geb. EMi.öia. 

^ ^"nmU^ TdU dtr TktorU dtrktnfmrntn 

m^mlUftut tr dmk Bingt^ ^ anaOnt ntut BtOttiddnngtn dm Zugangaudm mtdnnuimmmtd 
Unttrtmkmngm dm gtiam/m Funütmmtluori*.'* JaMutk gitr dft Foritthritt» dar Bd^mg^atttaHk, 

Vm Dr. L. SCHIESINGER, o. Profwor u dar rrni- 

, vmrtat Gieflen, X, 205 Seiten. 1934. (Göschens Lehrbücherei Bd. 5.) XUV£ 8- 

geb. 9.20. ' 

■ dttXm^ragt an dnfatkm BdtkUlm itkandtU, darauf dU n n ftt t mnt Vrfn 1 

Btnn^kung dtr Brtüttrvmndtttkgftm, . Sa ^ 

Bmtimditwtitfür dda'^mtT^^Z 
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Elliptische FunktUmen. Von Dr. R. KÖNIG, o. Professor der Mathematik an der 
Unlveisit&t Jena, und Dr. M. KRAPFT, a. o. Professor an der Universität Mar- 
burg i. H. üilit 4 Figuren. 263 Seiten. 1928. (Gfischens Lehrbüchmrei Bd. 11.) 
RM 13. — , geb. RM 14.30. 

Doi Such vtitt dtm Siuditrtndm und Fachmenm di» dliptitckm FunÜionm dl* Glitd rimtgrofitn Orgamt- 
nius vtnitktn ltkr*n, d*r mit d*n rit\faek*t*n analyiitckm Funiticnm, dm ratienalm, i*gümt und tcUi^Fek 
Mu dm Ritmonnttkm FunkÜmmtytttmm •mtoruStJut. 

Elliptische Funktionen. Von Dr. KARL BOEHM, Professor an der Technischen 
Hochschule in Karlsruhe. Erster Teü: Theorie der elliptischen Funktionen aus 
anal3rtischen Ausdrücken entwickelt. Mit ii Figuren im Text XII, 356 Seiten. 
Neudruck. 1930. (Samml. Schubert Bd. XXX.) Geb. RM 20. — Zweiter Teil: 
Theorie der elliptischen Integrale. Umkdbuproblem. Mit 28 Figuren im Text. 
VII, x8o Selten. 1910. (Samml. Schubert Bd. LXI.) Geb. RM 7.80. 

Ehdflhrung ln die Theorie der algebr^techen Funktionen einer VerfinderUchen. Von 
HEINRICH W. E. JUNG, o. ö. Prof, an der Universität Halle-Wittenbetg. Mit 
35 Abb. im Text Goroß-Oktav. VI, 246 S. 1923. RM 3.50, geb. RM 4. — . 

dltraut Uar und ansekauKtk gmkriAm» Buch mird'mllm dmjmdgm, di» *itk mit dm grund- 
ltgmdm Mitkodm d»r ariihnuHtthm Tkmri» d»r algdraUthm FunÜionm v»rtra$a matkm meüm, von 
Nut»m »»in.'* Ztitsckr^fltr nudktm. u, naturmit*. ünttrruM. 


Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. Von Professor Dr. A. WANGERIN 
in TTrUw a. d. S. I. Teil; Mit 46 Fig. Vin, 255 S. Unveränd. Neudruck. 1922. 
(Slg. Schubert Bd. LVIII.) Geb. RM 4.—. II. TeU: Mit 17 Fig. VIH, 286 Seiten. 
1921. (Samml. Schubert Bd. LIX.) Geb. RM 4. — . ' 

„fr»r in di» P(dmFdUk»»rU dndringm mill,ßmdtt im d»m ldehinm*tdndB*hm Butk «Amn 
und angm»kmm Füknr:' Z»ii*ekrfft für maOmm. u. naturwu». ümttrrükt. 

Potentialfheorle. Von Dr. W. SiERNBERG, a. o. ProfessOT in Breslau. I. Die 
Elemente der Potentialthoorie. Mit 5 Figuren. 136 Seiten. i925< (Sa mml . 
Göschen Bd. 901.) Geb. EM 1.62. II. Die Randwertaufgaben der Potential- 
theorie. Mit I Figur. 133 Seiten. 1926. (S amml . Göschen Bd. 944O Geb. RM 1.62. 

.JDi» Bänd» g»im dnm Idarm BinUUk in di» G»dank»ngang» und BtwtitmjaMcdm 
jDa Yrrfaamgdungm i*t, trvt» drr räumUthm Bng» all» Btmti** »xait durtkatführm. 


Qeometrfe 

Tascheitbudi für praktisdie Geometrie. Von Dr. H. LÖSCHNER o. 0. Profai^ 
an der Deutschen Technischen Hochschule in Brünn. Mit 10 Figuren im Text. 
Kleih-Öktav. X, 147 Seiten. 192*- Geh. RM 2.—. 

J3»r uarUtgmd» Band »nthalt di» micktipim F»rmdn d»r fraUi«A»n 
G»nauigi»it*Mgai»n, LnUäU» für dU BuAatUungm und Mtrkrtgdn für dt» Btkandlung, B^irdtrung 
und At^bauahrung gtoddtUehtr Inrtrumtnt» und Gträt». 


Grundzflge der ebenen Geometrie. 

Mit 220 Fig. VUI, 223 Seiten. 


Von Rofessor Dr. FR BOHNERT in Hamburg. 
1915. ■ (Samml. Schtibert Bd. H.) Geb. RM 3-9®- 


Ebene Geometrie. Von G. MAHLER Professor der Mathematik am Gymnamum 
in Ulm. Mit iio rweifarbigen Figuren. Vierte, verbesso^ Auflage. Neu- 
druck. 166 Seiten. 1922. (Samml. Göschen Bd. 41.) Geb. SM. 1.02. 

Ebene und sphirische Trigonometrie. Von Prof. Dr. F. ^ 

Zweite Auflage. Dritter Neudruck. Mit 63 Figuren. VIII, 167 Seiten. 1919- 
(Samml. Schubert Bd. IH.) Geb. EM 4-4®- 

JJat Buck »utkält di» Grundh»griff» dm Tr^nanu^^ Bü bdg»g»it>M 
auf di» maikmuttite^ Gmgrapki», 
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Ebene und sphärische Trigonometrie. Von Professor Dr. GERHAÜD HESSENBERG. 
Mit 59 F^gurea. Dritte, neubearbeitete Auflage. Durchgesdiener Neudruck. 
171 Selten. 1926. (Samml. Göschen Bd. 99.) Geb. RM 1.62. 

tfitr Vttfuur Mat mm At^gai», in dtm tngtn Itahmm nitki liUJt allt wiekHgtn Formtln münOdUny 
Mudtm auch di* Gntndt*da ni* n, vidthm divdbtn htrnkm, Uur darauxtülm und dm* ZtuammMkang 
d*r*d>*n, ihr* B t dntivn g und Anwtndbofhdt MtncnuMtn, vcrtnfflitk gdStt!* 

^Tchiv titr 

Sammlung von Aufgaben aus der ebenen und sphärischen Trigonometrie. Von Dr. 
PRITZ HEILAND, Studienrat am Gymnasium in Jena. Mit 26 Figuren. 152 Seiten: 
1922. (Samml. Göröhen Bd. 848.) Geb. RM 1.62. 

JK* Sammlnng ttUid>i *ith nath An^r&mng und Butncknung dtm Ltkriutk Htumdtrg* (SammU 
Gtithtn Bd, ^ an. IFitkügtr* Fermdn tind varangtAdÜ, aum Tdl mit AbUUung. Zu dbntBthtn A^~ 
galtn tind du Lttungtn ang*gtb*n. 

Stereometrie. Von Professor Dr. ROBERT GLASER. Dritte, verbesserte Auf- 
lage. Neudruck. Mit 81 Figuren. 139 Selten. 1920. (Samml. Göschen Bd. 97.) 
Geb. RM 1.62. 

Sammlung von Aufgaben aus der Stereometrie. Von Professor Dr. ROBERT GLASER. 
Mit 54 Figuren. 168 Seiten. 1917. (Samml. Göschen Bd. 779.) Geb. RM. 1.62. 

Avigahtn aarPritmaundZyUndtr— Prajddiantadckntn — Pyranddtn undKtgd— Kngd undKugd- 
idU— ktnddartig* Karptr— Pritnuiaid*— ukirf abgtttktdHtn* Priimm undZyUndtr-^ Guldimtk» Rtgd. 

Grundlagen der Geometrie. Von Professor Dr. GERHARD HESSENBERG. Herans- 
g^böu von Dr. W. SCHWAN, Studienrat in Mesetitz. Mit 77 Figuren, Grofl- 
Oktav. 143 Seiten. 1930. (Göschens Lehrbücherei Bd. 17.) RM 6.50, geb. RM 7.80. 
Elementugeometrle der Ebene und des Raumes. Von Professor Dr. MAX ZACHA- 
RIAS in Berlin. Mit 196 Figuren im Text. 252 Seiten. 1929. (Göschens Lehr- 
bücherei Bd. 16.) RM 13. — , geb. RM 14.50. 

Di* BUmuUargmmdri* wird nUki vom SimuUmnU* du Sthultmturiekit, tondtm von dmn du fFitttn- 
Atugangtfumit iti dat [dmat mod^fidui») Hüiw^k* Axiommiydtm. In dir 
Duttdh^ trdon owd Momtni» in dm Vordtrgrund^ di* g*ttkitktUek* Bntwiddung und di* pritudti*llo 
B*grgndung d*r ntudnin GtUtf*. 

Nlchteuklldlsche Geometrie. Von Prof. Dr. H. LIEBMANN in Heidelberg. Mit 
40 Figuren. Dritte Auflage. 150 Saiten. 1923. RM 6.—, geb. RM 7. — . 

Bu vorh*g*nd* Sueh i»B, nOgHthti wtnig an mathtmoHukm Ktnninittm voraustdatnd, in di* nitki- 
uM^h* Gtomdru unfükrmy und awar nur anf *in*m G*U*t* — dtm dar £i*na — , anf düttm abtr 
grUn^k dargadtlü. 

NldlteuUldlsche Geometrie. Von Pfofessor Dr. RICHARD BALDUS. Mit 71 Figuren. 
152 Seiten. 1927. (Sammlnng Göschen Bd. 970.) Geb. RM 1.62. 

anek dar B^ durck a^liejut* Klarkdi und aaklrdtkt Figurm, auf di* buondtr* Sorgfalt v*r- 


ßnd^ Ut au dm Ühtrgdngm au* dam mathmatiiekm in dät r*in 
ßkumpku(k0 GMgt vorgidruMgm tnrd^ dOrfU phüoiophixek ini^rmUrtm Lunn miUkommm ttSn* 

Punkt- und Yektor-Redinung. Von Dr. ALFRED LOTZE, Privatdoz. für Mathe- 
matik an dar Technischen Hochschule Stuttgart. Mit 7 Figuren. 192 Seiten. 
1929. (Göschens Lehtbücherel Bd. 13.) RM 12. — , geb. RM 13. . 

Vdctoranalysls in ihren Grnndzügen und wichtigsten ph yBikA.iiiy.'hwn AnTy wnt^Ting wn 
Von Dr. ARTHUR HAAS, a. o. Professor an der Universität Wien. Zweite, 
verbesserte Auflage. Mit 37 Abbildungen im Text. GroßOktav. VT, 147 Seiten. 
1929. RM 5.—, geb. RM 6 .—, 

Ve^raoalysls. Von Dr. SIEGFRIED VALENTINER, Professor für Physik an der 
Bmgakademie Clausthal. Mit rö Figfuren. Vierte, umgearbeitete Auflage. 
r36 Seiten. rg29. (SammL Göschen Bd. 334.) Geb. RM r.62. 

Voriesungm Aber angemeine natflrlldie Geometrie und Llesdhe Transformatlona- 
gruppen. Von Dr. GERBLARD KOWALSIQ, o. ö. Professor an der Technischen 
Hoch^ule tu Dresden. Mit r 6 Figuren. Groß-Ofctav. 280 Seiten. r93r. 
(Göschens Lehrbücherei Bd. rg.) RM r5.50, geb. RM r7. . 

Sinfükrung in di* Idutka GiuUtHtkaorU: argdd.oon 


^ ZiVmAj» Grundhgriff* natk und natk onaigHtt. Im 
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Ltihfbttch der analytlsdien Geometrie. Von Dr. FRIEDRICH SCHUR, o. Professe 
an der Universit&t Breslan. Zweite, verbesserte nnd vermdute Auflage. Mit 
8i Figuren. GroB-Oktav. XJl, 248 Seiten. .1912. RM 6.50, geb. RM 7.70. 

EinfOhruiig in die analyibdie Geometrie. Von Ikofessbr Dr. GERHARD KOWA- 
LEWSKl. !bGt 112 Figuren. Dritte, nnverfinderte Auflage. Lexikon-Oktav. 
VIII, 360 Seiten. 192g. Geb. RM 11.20. 

Da* «tu VarltsuHgm nUt^ifidmu Back ist nammüick tum GAraackfitr StadicrcMd* IctÜmmi. 

Analytische Geometrie der Ebene. Von Dr. R. HAUSSNER, o. 0. Professor an der 
Universit&t Jena. Mit 60 Figuren. 164 Seitooi. 1928. (Samml. Göschen Bd. 65.) 
Geb. RM 1.62. 

Di* Darstcltmtg ltginnt tltmtniar und sctwt nur di* naiigti*H planimctHtckmt und algtbraisekcn SekuJ- 
knuUnitt* vara$u. E* ist nickt nur di* allgemein* Tkcari* dir analytiseken Gabüde ercten und medUn Grade* 
vallttindig gegeien, tondem anck ein* großer* Zakl von tßeaiellen StUaen, vomekmlick tlier die JCegelteknät*. 

Sammlung von Aufgaben und Beispielen zur analytischen Geometrie der Ebene mit 
den vollatindlgen LOsungen. Von Dr. R. HAUSSIER, o. 0. Professor an der Uni- 
veiBit&t Jena. Mit 22 Figuren im Text. 139 Selten. 1930. (Samml. Göschen 
Bd. 256.) Geb. RM 1.62. 

Analytische Geometrie des Raumes. Von Professor Dr. MAX SIMON, Straßburg i. £. 
Mit 28 Abbildungen. Dritte, verbesa^te Auflage. Neudruck. 208 Seiten. 

1922. (Samml. Göschen Bd. 8g.) Geb. RM 1.62. 

Da* Werk iesiiat den Charakter eine* ausfkkrUcken Zckrkuck**,' ** gibt eine Übersicktlick* und abge^ 
ecUatsene Darstellung der analytiseken Geometrie des Eaetmes nach dem gegenwärtigen Stande der wissen- 
sckaitlicken Farschemg und bietet auverlässig* Belehrung Über die onalyHsck-geametriseken Theorien, 

Au^ptben zur analytischen Geometrie des Raumes. Von O. TH. BÜRKLEN, Pro- 
fessor am Realgymnasium in Schwftb.-Gmünd. Mit 8 Figuren. Zweite, ver-; 
besserte und vermehrte Auflage. Neudruck, 10g Seiten. 1923. (Samml. 
Gösdien Bd. 309.) Geb. RM 1.62. 

Die vorliegende Sammlung ist für die erste Einführung bestimmt. Sie soll dom Schäler oder Studierenden 
Gelegwkoit geben, die analytiseken Methoden anauwenden, die Gebilde in ihren verschiedenen Lagen und ihren 
besonderen Fällen, soade ihre Beaiehungen aneinander au erfassen und augleich sein* Raumansekauung au bilden. 

Kreis und Kugel. Von Dr. WILHELM BLASCHKB, o. Prof, an der Universität 
Hamburg. Mit 27 Fig. im Text. Groß-Oktav. X, 169 Seiten. igi6. RM 4.40, 
geb. RM 5,50. 

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. Von Dr. GEORG 
SCHEFI^RS, Geh. Reg.-Rat, Professor an der Technischen Hochschule Char- 
lottenburg. I. Mit j;q 7 Figuren. Dritte, verbesserte Auflage. XII, 482 Seiten. 

1923. RM 13.' — , geb. RM 14.50. II. Mit iio Fig. Dritte, verbesserte 

Aufl. XI, 582 Seiten. 1922. RM 15. — , geb. RM 16.50. 

Die besprochenen Probleme werden alle mit großer dugfäkrliclümt b e han d elt. Die am Schluß beigeUtgten 
Formdtssfeln und Register erkäken den TFert des Werkes, das nicht nur essfährese, sondern auch au sdbsMi- 
digen Forschungen assregen' soll, 

Theorie der Raumkuiven und krummen Fliehen. Von Dr. V. KOMMERELL, Ober- 
stadiendirektor, Honorarprofessor an der Universität Tübingen, und Dr. K. KOM- 
MERELL, o. 0. Professor an der Universi^t Tübingen. Groß-rOktav. Vierte 
Auflage. (Göschens Lehrbücherei Bd. 20 und 21.). I: Kr ümm ung der Raum- 
kurven und Flächen. Mit 38 Figuren; 295 Seiten. I931. Geb. RM 10, — . II: 
Kurven auf Flächen. Spezielle Flächen.' Theorie der Strahlensysteme. Mit 
22 Figuren. 194 Seiten. 1931. Geb. RM 10. — . 

Die vierte Auflage des früher in der Sasnmslseng Sekssberi ersrhienenen Werkes saserde usder Verwertung 
der nesseren Liteitdur velUtässdig unegoarbeitet und erkAUck erweitert. Von den Ergäsussngen der Nessauf- 
lag* seien die AusgestdUssng der- Theorie der Differentüdpesrasseeter, die Gemfi-Bossnetsche Isstegralformsl, bo- 
■ sonders aber di* Parsdldoersehiebstng vast Leoi-Cini^ sseii einem Atesblick asff di* Rsdatimtätstkeori* erwähnt. 
Ein* reickkaltige, ebesefalls wesentlich vermehrte Samsnlssssg von As^gdben usid sosestigem Übssngsmaterial 
sekBeßt das Werk ab. 

Liniengeometrie mit Anwendungen. Von Professor Dr. KONRAD ZINDLER in 
Innsbruck. I. Teil. Mit 87 Figuren, Neudrrmk. VIU, 380 Seiten. 1928. (Sanunl. 
Schubert Bd. XXXIV.) Geb. RM 18,— . ILTeU. Mit 24 Figuren; VH, 252 Seiten. 
1906. (Samml. Schubert Bd. IJ.) Geb. RM.,9.50; _ , 

Ein besonderer Voraug dieses vorliegenden Leder, und Eü^fUkrssngsbuekes sind die jedem Banh "beigegAenm 
Übungsaufgaben, au d*rnt Lässsng sieh am Scklt^ eine Asdeitung befindet. 
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Projektive Geometrie ln synthetischer Behandlung. Von Dt. KAHL DO£HLEMA!N1N', 
•i yf.li- Professor an der Techniacben Hochschnle München. Fünfte Aaflage. 
Frster Teil. Mit 59 Figoren. 13a Seiten. 1922. (Samml. Güschen Bd. 72*) Goh. 
HM i.6a. Zweiter Teil. Mit 53 Figuren. 138 S^ten. i9*4* (S amml . Güschen 
Bd. 876.) Geb. KM z.62. 

Darstdbmg' irf mutttrhrfi Uar und IdthiütnUMdlUh ttnd trird durch McrticktHehc Zdchumgcn 
und Mohlniehc Attfgaibcn nu/t tr^Hcktic iUMitricrt/* Saj/tritchc BUttcrfür das Gy rn na tt duchduunu. 

Geometrische Transformationen. Von Dr. EAKL DOEHLEMANN, welL Professor 
. an der Technischen Hochschule ’M’fiTir.hft'n . Zweite Auflage, herausgeg. von 
Dr. WILHELM OLBRICÖ, Prof, an der Hochschule für Bodenkultur in Wien. 

' Mit 89 Figuren im Text und 4 Abbildungen. 234 Seiten. 1930* (Göschens Liehr- 
bücherei 13.) KM 13. — , geb. KM 14.30. 

Ldirboch der darstellenden Geometrie. Von Dr. KA KL ROHy, Geh. Kat, weiland 
Professor an der Universität Leipzig, und Dr. ERWIN PAPPERITZ, Geh. Rat, 
Professor an der Bergakademie in Freiberg i. Sa. Drei Bände. Gioß-Oktav. 
I. Qrthogonalprojektion. Vielfache, Perq)dEti^tät ebener Figuren, Kurven, Zylinder, 
Kugel, Kegel, Kotations- und Schraubenflächen. Vierte, erweiterte Auflage. 

' XX, 502 S^ten. Mit 331 Figuren. Neudruck. 1932. Geb. KM 18.90. U. Kxo~ 
nometzie, Perspektive, Beleuchtung. Vierte, umgearbeitete Auflage. Neudruck. 
1932. VI, 194 Seiten. Mit 118 Figuren. Cieb. KM 8.53. III. Kj^elschnitte, 
Flächen zweiten Grades, Kegdl-, abwickdbare und andere Flächen. Flächen- 
krflnunung. Vierte, unveränderte Auflage. X, 334 Seiten. Mit 157 Figuren. 
1923. KM 10.80, geb. KM 12. — . 

Darstellende Geometrie. Von THEODOR SCHMID, o. ö. Ptofesor an der Technischen 
Hochschule in Wien. I. Teü: Eckige Kfliper, Kugel, Zylinder, Kegel; Plankuxven 
und Kaumkurven mit den zngdbiOrigen Torsen im Norinalrißverfahren und in ortho- 
gonaler Axonometrie. Dritte Auflage. Mit 170 Figuren. 283 Seiten. 1922. (Samml. 
Schubert Bd. LXV.) Geb. KM 6.—. H. Teü: Schiefe u. zentrale Projektion. Drdi-, 
Kohr-, Schrauben- und R^elflächen. Geländedaistellu]^, Kartenprojektion, 
Noinogra;^le. Zweite Auflage. Mt 163 Figuren. 340 Seiten. 1923. (Sa mm l. 
Schuht Bd. LXVI.) Geb. 7.30. 

„Ufdrr den taUrcichtn guten LeMütJum der darthUendm Geometrie tteht dat vorliegende mit in enter 
Seihe, Auegeeeichnete Figuren, hlare DanteBung, reicher Inhott tind tdne htonderen JCenueeiehen/* 

UnterrichiMdtierf. Mothem. u. Sniu^, 

Darstellende Geometrie. Von Dr. ROBERT HAÜSSNEK, o. 0. Professor der Mathe- 
matik an der ■ Universität Jena. Erster Teü: Elemente; Ebenflächiga Gebüde. 
Vierte, verbesserte Auflage. Mit iio Figuren im Text. 207 Seiten. 1929. 
(Samml. Göschen Bd. 14a.) Geb. KM 1.62. Zweiter Teü: Perfektive ebener 
Gebilde; Kegelschnitte. Dritte, verbesserte und vermehrte Auflage, Mit 88 Fi- 
. goren im Text. 168 Seiten. 1929.. (Samml. Gftechen Bd. 143.) Geb. KM 1.62. 

Darstellende Geometrie. Dritter Teü: Zylinder, K^;el, Kugd, Kotations- und 
Schraubenflächen, Schattenkonstruktionen, Axonometrie. Von Dr, ROBERT 
HAÜSSNEK, o. ö. Professor der Mathematik an der Universität Jena, und Dr. 
WOLFGANG HAACK, Privatdozoat für Mathematik an der Technischen Hoch- 
schule Danzig-Langfuhr. Mit 63 Figuren im Text, X931. (Samml. Gösdien 
Bd. r44.) Geb. KM 1.62. 

Koordinatensi^eme. Von Professor PAUL B. FISCHER, Stndienrat am Gymnasium 
- zu. Berlin-Steglitz.. Mit 8 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. -128 Seiten. 
1919. (Samml. Göschen Bd. 307.) Geb. KM 1.62. 

J>tr Yerf Otter vertueht den KoordinatenhegT^ von einem oUge m einen Stau df edOdtmt donmtfeBen. Durch 
tergfUHg. unigemdhlt^ nohtreithe LÜendurdngnken wird der Wert dtt Bandet erhtkt. 

Algebraische Kurven. Neue Bearbeitung von Dr. H. WIELEITNEK, Oberstudien- 
. dixektor in München. Erster Teü: GestaltUche Verhältnisse. Mit 97 Figuren. 
Durchgeseli^er Neudruck; 146 Seiten. .1930. (Samml. Göschen Bd. 433.) Geb. 
KM x.te. Zweiter Teü: Allgemeine Eigenschaften. Mit 33 Figuren. Neudnick. 
X23 Seiten. X9ig. (Samml. Gtechen Bd. 436.) Geb. KM x.öa. 
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Mechanik 

Stotnc. I. Teil: Die Grmidlageii der Statik starrer KOrper. Von Privatdozent Dr. 
Ing. FERD. SQEILEICHER in Karlsmhe. Mit 47 Abbild. 143 Seiten. 1930. 
(Somml. Göschen Bd. 178.) Geb. RM 1.62. II. Te^: Angewandte (techn.) Statik. 
Von Professor Dipl. -Ing. W. HAUBER in Stattgart. Mit 61 Pignren. Sechster 
Nendmck. 149 Seiten. 1922. (Samtnl. Göschen Bd. 179.) Geb. RM 1.62. 

Mit Jtm trtitH Tiilt ist htaitiehUgt, dn» hitrmt DartttUtmjf dtr wtcktigdtn dtr ttckmsck*» Sitäik 
KUgntHd« litgmtdm allgamdtun itatüek*» GtrdM$ mu gdtn. Dtr mueitt Tdl uiirfaßt dit ttatücAt Btrtthatng 
ttarrtr Siaivti^itduttgtH, dtr datuek bttiimmttn Faelmtrhttragtr für Däektr und Srüektn, dtr Sprtng- 
und HSuguttrJu, tutkält dit Ltkrt üitr dit Sian^fttdgkdt dtr Mantm und Ttnutngtuelbt und gibt das 
W^ktigdt aus dtr Tkttrit dtt Brddruekt umd dtm GtUd dts ddtkgtwiekts dtr smartigtn KOrptr. 

Graphische Statik mit besonderer Berttctesichtignng der Einflußlinien. Von DipL-Ing. 
OTTO HERICEL, Bauingenieur und Stadienrat an der Baagewerkschule in Erfurt. 
I. Teil: Zusanunensetzung und 2^1^ang der Er&fte in der Ebene. Schwerpunkte. 
Tr&gheitsmomente. Spannungen in geraden St&ben. Der einfache Vollwand - 
n-nti Pachwerktr&ger. Der D^gelenkbogen. Gewölbe. Erddruck und Wasser- 
druck. Mit 127 Figuren. Zweite Auflage. 150 Seiten. 1929. (SanunL 
Göschen. Bd. Ö03.) Geb. RM! 1.62. II. Teil: Durchgehende Gelenktr&ger. Drei- 
gelenkbogen. Fonnfi^erungen gerader Tröger. Dmxhlaufende (kontiauiezliche) 
Träger. Formänderungen gebogener Tr&ger. Zweigelenkboegen und Zweigelenk- 
rahmen. Eingespannter Bogen und Steifrahmen. Mit 91 Figuren. Zweite Auf- 
lage. Z76 Seiten. 1928. ' (Samml. Göschen Bd. 695-) Geb. RM 1.62. 


Analysis <ier ebenen Bewegung. Von Dr. MARTIN KRAUSE. Professor an der 
Technischen Hochschule Druden. Unter Matwirknng von Dr. phiL et rer. techn. 
ALEXANDER CARL ln I-danig. Oktav. VII, 216 Seiten. 1920. RM 3.—. 

Das Butk ktsekWgi ***k mii dm analydiekm Budthtngm amistktn dm Punktm twdtr, in dtrgidekdn 
SimtgütgmmKoo^nuamsgHtmtiVm dmm das tmsftsi, das audtrt ieiatgt ist, ausgtktnd von dm Trans- 
formatioHSgliitkungm. 

Festigkeitslehre. Von Professor Dipl,-Ing. W. HAUBER in Stuttgart. Mit 56 Fi- 
guren und I Tafel. Achter Neudruck. 127 Seiten u. i TafeL 1923. ( Samml . 
Göschen Bd. 288.) Geb. RM 1.62. 

In dam Band gitt dtr Vtrfassar dnt kurat Üktrsiekt ükar dit Fundamudalsätu ^ dasliukm Krgfit 
frakdstkm LAms in Fragt kommm. 

A*«t gi>h«te”*"iiiliing zur Festig^keitdehre mit Lösungen. Von R. HAREN. Dritte, 
vollständig neubearbeitete Auflage von JOSEF FURTMAYR, Dipl.-I^. m 
Stuttgart. Mit 43 Figuren. 116 Sdten. 1923- (SammL Göschen Bd. 491.) Geb. 
RM 1.62. 

Dtr Band kidtt in 8 AistkniHm 66 Aufgdbm nOst Utungm üitr Z^, 
drtkung, BnUhmg, FtsH^ HaHmftrmigm Xdrptr und ausammtngudatt Ftdigksd. tn tmtm AnMang 
sind dit hmUigtm ZaUmwarts kura ausammmgtsitUt. 

Hydraulik. Von Professor DipL-Ing. W. 'HAUBER in Stuttgart. Zweite, ver- 
besserte und vermishrte Auflage. Neudruck. Mit 45 Figuren, 136 Seiten. 1925- 
(Sainunl. Göschen Bd. 397.) Geb. RM 1.62. 

^Ztrt in JUkrm mii hmstanUm QUtrseksUU,' Stoß tints agbndriukm adtr pnsmAssekm 
Wasstrsträkls auf dnt ZyKndufUUkt. 

Elasthttatslehre für Ingenieure. Von Professor Dr.-Ing. MAX 
Höheren Maachinenbauschuie Eßlingen. I. Grunzen ^ 

• Spannuhgazustände, Zylinder, ebene Platten, Torsion, gekrflmmte 
gf^SS^^te, -Jerbeaserte Auflage, Se^ 

Bd. siQ.l Geb. RM. i.6a. ’II. Statisch unbeatlnunte Konstrukbone^ Sätze von 
xind MaacweU, Drelmoineuteimtz, Vdrspannungen, Temperatur- 

IS 



Bpanniugeii, Fachwerke mit übcrz&hli^feu Stfltq)ui>kten und flber z ft bHgao Stäben, 
Prinzip der virtuellen Verrückungen, VeiBchiebung^lan. Mit 44 Fieren. 120 
Seiten. 1927. (Samml. Göschen Bd. 957.) Geb. KM 1.62. 

Band I bupriehi üi Grttndlagm dtr SiastiMäOültkrt tovi» AUgtmmnit iOtr SfamarngsMiutindt, Zy- 
Undtr, tim* PlaUtn, Ttrtien und gekrümmt» Träggr, Band II gibt dnt Bi^fükrung in di» Mtthtdm wr 
Bmeknung dtr tiaüuk unbtitimmitn ICtiuiruMan dit Bau- und liatekintmHgtKiturt, 

Khieinatlk. Von Dr.-Ing. HAKS POLSTER, Betriebsiagenienr der Badischen 
Anilin- und Sodafabrik Merseburg-Leuna, ^t 76 Abbildungen. Zweite Auf- 
lage. 151 Seiten. 1920. (Samml. Göschen Bd. 584.) Geb. RM 1.62. 

Dtr Band bititt dtm StudUrtndm tint BüffllArung, mü abtr dorübtr kinau* dm in dtr Praxis sttkmden 
Ingmiturtn, di» sitk in di» stkmitrigm BttatgungswrkdUniss» von Nttktn-, Sthv rin gda um tn- und Wil»- 
kmdittumungtn »d»r von andtrm GMftm Urform SitAUtk vtrstkaffm woUtn, »in b»gutm»r Pfikr»r s»in. 

Oynainlk. Von Prof. Dr. WILHELM MÜLLER. I: Dynamik des Einzelkörpers. 
Mit 70 Figuren. 160 Seiten. 1925. (Samml. Göschen Bd. 902.) Geb, RM 1.62. 
II: Dynamik von Körpersystemen. Mit 51 Figuren. 137 Seiten. 1925. (SammL 
Göschen Bd. 903.) Geb. RM 1.62. 

Aerodynainlk des Fluges. Eine E^Ti-fehmTig in die maihematiBche TVagfiächentheotie. 
Von Professor Dr. HARRY SCHMIDT. Mit 81 Figuren. VII, 258 Seiten. 
RM 13. — , geb. RM 16.50. 

Dtr Vtrfatttr gibt mit ditttm Wtrk tin txaki »infükrtndtt Ltkrbutk/ür Siuditrtnd» und btrtUo 
in dtr Prasds stikind» Ingttdtnr», dos auf tintm Minimum an kydrodynamiuktn und ma i k t m a tistkm Ktnnt- 
nissm anfbaut. 

Mt mtwickJt dtmtntxprtekmd aurfükrUtk di» trfordtrlitkm hydrodynamittktn und funkiion»nth»or»' 
Hstkm HUfsmittü und intb»tond»r» di» Motkodm dtr kotrformtn Abbildungm. Im Zutammtnkang mit 
di»tm vnrfdtn dit JCutta-feukovuki' von Mitutek» Tktori» dtr untndUek brtiitn TragflStk» tri» autk di» 
Prandättk» TragßügtIik»ori» btsondtrs aurfükrliek tntnitktU, 

Balllsilk. Von Dr. THEODOR VAHLEK, o. ö. Professor der reinen und angewandten 
Mathematik an der Technischen Hochschule Wien. Mit 53 Abbildungen. 
GroB-Oktav. XII, 231 Seiten. 1922. RM 9 . — , geb. RM 10. — . 

Im G»gtnsat» «w andtrm IVtrkm übtr BaUiitik bringt ditstt ntu» Butk gtrod» dm ma t k tm a t isekm Gtkalt 
dtr BalMstik nur DaritiUung, Mt grerinnt dadurth notk trkbhtt Btdtutüng, dgfi »s ttint MniAtkung dtn 
prabHttkm Mtfaknmgm vtrdankt, di» dtr Vtrfatttr im Kritg» maektt. U. a. rnktt «r aU nm di» xtdttktn 
inntrtr und brffitrtr BolUttik »mxusekdUmd» UbtrgangibdlUtHk und alt Ballittik in grrftm HSkm di» kof 
mittk» Ballittik atrf. 

Mathematische Physik 

ElastlzttäMehre fflr Ingenieure. Von Profe^r Dr.-Ing. MAX ENSSLIN an der 
Höheren Maschinenteuschule Eßlingen. I. Grundlagen und Allgemeines über 
Spannungszustände, Zylinder, ebene Platten, Torsion, gekrümmte Träger. Mit 
65 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 147 Seiten. 1921. (Samml. Göschen 
Bd. 519.} Geb. RM x.62. II. Statisch unbestimmte Konstruktionen, Sätze von 
Casidgliana und Maxwell, Dreimomeiitensatz, Vorq>aimungra, Temperatnr- 
spaniiungen, Fachwerke mit überzähligen Stützpunkten und überzähligen Stäben, 
Prinzip der virtuellen Verrückungen, Verscbiebungsplon. Mit 44 Figuren. 120 

. Sexten. I927>. (Samml. Göschen Bd. 957.) Geb. RlSd 1.62, 

Band I b»tpritkt dit Gmndlagtn dtr Mlattiniäitltkr» towi» AUgtmtintt fbtr Spanmmgsunttitndt, Zy- 
Undtr, »bm» Plattm, Tortion und gArümmt» Trfgtr. Band II gibt tin» Mitrfükrung in dl» Mtihodgn tur 
Btrttknung dtr tiatittk. unbtttimmim Konttruktion dtt Bau- rmd MastkintPfingtximrt, 

Einfiniruiig b tie geometdsche Optik. Von Dr; W. HINRICHS, Berlin-WilmerBdorf. 
Mit 56 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 143 Seiten. 1924. (Samml. 
Göschen Bd; 532.) Geb. RM x.62. 

Mark dtr Minltitung «b»r di» GrundgtttM» dtr gtemttrittktn. Oftikfdlgm di» Abttkniti» iibtr dit Mt- 
ßtxien an »bmtn Plätkm und tfikdrittkm PUtkm. Dann mird di» Brtetütng an »batm Plftkm, an tintr 
Kugtifiäek» und durtk tin »tniritrttt Sytttm von KugtiJUtkm btiiändtit. In KabUti VI findm ditXimtn 
und Idntmtyttom» Btatktung. 

Photoghunnietrle und StereopkOtognumnetrle. Von Dr. HANS DOCE; I^vat- und 
Honoräxdozent an der Hochschule für Bodenkultur in Wien, Zweite Auflage. 
Mit 57 Figuren. X33 Seiten. X923: (Samml. Göschen Bd. 6i^.) Geb. RM 1.6a, 
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Angewandte Mathematik 

Graphische Darstellung In Wlssensdiaft und Tedinik. Von Professor Dr. M. PIRäNI. 
Zweite, verbesserte Auflage, besorgt durch Dr. I. RUNGE. Mit 71 Abbildungen. 
149 Seiten. 1931. (Samml. Göschen Bd. 728.) Geb. RM 1.62. 

V m dtr tinfatktn DarittUung von GrBßon mü nnloianMiim ZtuammtnJumg in Form von Kttrvon odor 
Shalon aiugohond,j[okt dtr Vnfatotr tnr DantMnng von CHßtn Idumntor AhkBngighni {Fnnktiomthdm, 
insitiondtrt logaritMmiuko pr^oktiot Ttüung) Übtr und ho^ritht dann dio At^dMung von Rocktni^dn, 
ntmtidUeh mit dtr Mttkodo dtr flueJUrtthim Punkte oder mit Hilft mekrtrtr gtkrtü^er Idnitn. 

Kartenkunde. Von Dr. M. GROIX. Zweite Auflage , nenbearbeitet von Dr. OTTO 
GRAF. I: Die Projektionen. Mit 56 Abbild. imTert und auf Tafdn. Neudruck. 
1931. X 17 Seiten. II: Der Karteninhalt und das Messen auf Karten. Mit 39 Abbild, 
im Text und auf Tafeln. 1923. 133 Seiten. (Sanunl. Göschen Bd. 30 u. 399.) 
Geb. je RM i.6a. 

Geodäsie (Landesvermessung und Erdmessun^. Von Prof. Dr. GUSTAV FÖRSTER. 
Mit 33 Figuren. 122 Seiten. 1927. (Samml. Göschen Bd. X02.) Geb, RM 1.62. 

Vermessungsurkunde. Von Dr.-Ing. P. WERKMEISTER, o. Professor an der Techni- 
schen Hochschule Dresden. I: Stückmessung und Nivellieren. Mit 146 Figuren. 
Fünfte Auflage. 163 Seiten. 1932. (Samml. Göschen Bd. 468.) Geb. RM 1.62. 
II : Messung von Horizontalwinkeln, Festigung von Punkten im Koordinatensystem, 
Absteckungen. Mit 93 Figuren. Dritte Auflage. 148 Seiten. 1930. (Samml. 
Göschen Bd, 469.) Geb. RM 1.62. III: Trigonometrische und barometiische 
Höhenmessung, Tachymetcle und Topographie. Mit 61 Figuren. Zweite Auf- 
lage. X36 Seiten. 1923. (Samml. G^chmL Bd. 862.) Geb. RM 1.62. 

PrakHsdies Zahlenrectmen. Von Professor Dr.-Ing. P. WERKMEISTER in Dresden. 
Mit 60 Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. 136 Seiten. 1929. (Samml. 
Göschen Bd. 405.) Geb. RM 1.62. 

Dat Buch gibt eine Pbertüküieke Anekunfi iitr die in dtr Praxit angevtei^titn Arten det Retkeitn*. Re 
wird daktr in edlen Kreiton der Tetknik und Haturwiueneekqft ein willkommener Fükrer und Ratgeber tein. 

MathematlBche Imtrumente. Von Professor Dr. FR. A. WILLERS. Mit 68 Figuren. 
144 Seiten. 1926. (Samml. Göschen Bd. 922.) Geb. KM 1.62. 

Der Bernd bringt niekt netr eine Bettkrtibung der matkemeriiteken Instrumente, tendem anek eine genaue 
Theorie, atu der Ae Anwtnebmgtmt^iekkeiten, die beste Art des Gebraushs, sowie die Gnßt der auftretenden 
üngenautgkeitem abgddtet werden. 

Poliilsdie Arifiunetlk. (Zinsesrinsen-, Renten- und Anleiherechnung.) Von Dr. 
EMHr FOERSTER, Honorardozent an der Technischen Hochschule in Wien. 
Mit 7 Figuren. 155 Seiten. 1924. (Samml. Göschen Bd. 879.) Geb. RM. z.62. 

In S Kapiteln wird der -Reike natk die eitfaeke Zintenrtckntmg, die Zinstsointrttknung für Ristad- 
kßpüalien und Renten, dat Retknen mit vor ttküssigtn Zinsen, die Sekuldentilgung sowie die Kurt- und 
Rentdbmtättreeknung bekandeÜ. 

Wahnchelnlldikettsredmuilg. Von Dr. OTTO KNOPF, o. Professor der Astronomie 
an der Universitüt Jena. 1 . 112 Seiten. 1923. II. Mit 10 Figuren. XX2 Seiten. 
xg23. (Samml. Gössen Bd.- 308 und 87X.) Geb. je RM x.öz; 

Rine knappe, klare Barstellnng der Wakrsekeüdiekkdttreeknung, deren Wert für die maikematisthtn 
Grundlagen Är Ytrtiekerungtwtstns,für die stadstitcke Mechanik und neuerdütgt auch für dat Femtprtehi‘ 
wesen tüf der Hand liegt. 

AusglddiungBredmulig nach der Hefiiode der kleinsten Quadrate. Von WILHELM 
WEITBRECHT, Professor der Geodäsie in Stut^art. Zweite, vetünderte Auf- 
lage. I. Teil: Ableitung der grundlegenden S&tze und Formeln. Mit 8 Figuren. 
Neudruck. 127 Seiten. 19x9. (Samml. Göschen Bd. 302.) Geb. RM x.öz, 

II. Teil: Zahlenbeispiele. Mit 8 Figuren. Neudruck. 14X Seiten. X920. (Samml. 
Göschen Bd. 64X,) Geb. RM x.62. 

leder der beiden Teile bUdet ein das gönne, Gdid tunfattendet, für t^k gtsel^tenet Gantet. Der erste 
entMlt die Ableitung der grundltgueden Sitte tmd Formeln, wikrend'im aweiten die fertigen, Rrgtbnitst 
itiettr Ableitungen nusammengtstMt und teuf kauptsicMieh dem Gdiet der Gtoditie entnemmene Zahlen- 
beispitle angewendet werden.. 
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Verslcherungsniaflietiiatlk. Von l>r. FRIEDRICH BOEHIif, Professor an der Uni- 
versität München. I: Elemente der VersicherangsFechnnng. 144 Seiten. 1925. 
(Sanunl. Cdschen Bd. 180.) Geb. RM r.62. U: LabflnfnrtMmehflTTiTi g»mfl.4 ; hi*m»t HTr 
EinfflhrQTig in die technischen Grundlagen der Sozialversichening. 171 Seiten. 
1926. (Ssmunl. Göschen Bd. 917.) Geb. RM 1:62. 

Dtr trsi» Band bakattdali dm Zins alt anta, dit Simittqfd alt awtüt RttJmangtgnmdlagt, dl* Prämim^ 
nun* und di* V'*rtUh*rnnr v*rinnd*n*r L*i*n. J)mr anrnU Band ndkält a$(ß*r dntr ahtgtiindtn BtMand- 
dtr L^*nta*rtiehtrutittmatk*matik tin* Riafükrung in di* UtknUckm GnmMagm dtr SatiabHr- 
tithtnnjf. 

Methoden der praktischen Analysis. Von Dr. FR. A. WILLERS, o. Professor an der 
Bergakademie Freiberg (Sadisen). 344 Seiten. 1928. (Göschens Lehrbücherei 
Bd. 12.) RM 20. — , geb. RM 21.50. 

Dtr Bandgili dtm Matkamatiktr dnm SinlBti in di* AimtadtmgtmSgHeUtdim dtr Itttkodm und uuukt 
dtn Natundttmuehe^Ütr und lugtnitur mit dm thtordUtkm GrunSagm Mumnt. 

Numerische Integration. Von Professor Dr. FR. A. WHXERS. Mit a Figuren. 
116 Seiten. 1923. (Sanunl. Göschen Bd. 864.) Geb. RM 1.62. 

Di* Dartttllung itt uhr Qitrtitktlith und m dtmmiar alt uagUth gtkalim. Si* uiat nur di* Ktuntniu» 
dtr Grundgtttta* dtr DifftrmHal- und Intt g rabtth m mg vorant und wmdtt tick an Matkmiatiktr, Pkytiktr 
und vor alJtm an liigmi*un,fir di* dat Butk tin* gut* Anltituug und Binfükrung itt. 

draphlsche Integration. Von Professor Dr. FR. A. WILLERS. Mit 53 Figuren, 
142 Seiten. .1920. (Samml. Göschen Bd. 801.) Geb. RM 1.62. 

Dtr Vtrfatttr vtrtutht, tinem wtittrm Kniu di* immtr naek au wnig ktnutatm ttdtkntrittktn Mtthodm 
k t k mmia umatkm. kr t*iat daiti u mtnig Varkmuhätt* mi* mStfiitk voran*. 

Astronomie 

Astronmnle. Größe, Bewegung und Entfernung der Himmelskörper. Von A. F. 
MÖBIUS. Bearbeitet von Dr. HERM. KOBOLD, o. Hon.-Professor an der Uni- 
versität Kiel. I. Das Planetensystem, hlit 33 Figuren. Elfte Auflage. Durch- 
gesehener Neudruck. .136 Seiten. 1925. (Samml. Göschen Bd. ii.) Geb. RHi.öa 
II. Kometen, Meteore und das Stemsystem. Mit 15 Figuren und 2 Sternkarten. 
Dreizehnte Auflage. i28Seiten. 1923. (Samml. Göschen Bd. 529.) Geb. RM x. 62, 

Dtr trtir Ttil ktukrA>ikt titk at(f di* Dartttllung dtr Btaugungttrukdnungm und dtr Griffltnvtr» 
kdlinitt* dtr Planttm und ikrtr Trabanim. Im untitm Ttil Itiitt di* mmätktt gtgAm* Btkattdlung 
dtr dtm SountnigtUm* wttofgtr iiniig vtrkundtnm GUtdtr. dtr Kamttm und M*t*or*, au dtm Hau^- 
grgt iu fmd* du Bttraektung, dtm Pixtttrntytttm, ditr. Im Irtatm Kapütl vrird dtr Ltttr uUt dm 
Tktarim übtr di* Bnivd. Urüg^vargdng* im ünio tr t u m ktkatudgtmatkt. 

Elnlelhing ln die Astrmiomle. Von Dr. A. VON FLOTOW,. Observator am GeodELt. 
Institut in Potsdam. Mit i TafeL Groß -Oktave 1911. (SammL Schubert 
Bd. XV.) Geb, RM 7.—.. 

Astronomische Chronologie. Von Professor Dr. P. V. NEUGEBAUER, Observator am 
Astronomiäcüen Kecuen-Institut in Berlin-Dahlem. Erster Band: Text, Groß- 
Oktav. 190 Seiten. Zweiter Band: Tafeln. Groß-Oktav. 136 Seiten. 1929. Beide 
Btadc RiM 37. — , geb. RM 40. — . 

Die Mechanik, des Himmels. Von Prof. Dr. CARL LUDWIG CHARLIER. Vor- 
. lesungen. 2 Bände-. Lex.^ktav. Zweite Auflage. Mit zahlreichen Figmen. I:VIII, 
488 Seiten, 1927. II: VIII, 480 Seiten, 1927. Zusammen RM 54 . — , geb. RM60.— . 

Astronomischer Jahresbericht Gegründet von WALTER F.WISLICENUS. Mit 
Unterstützung ut-r .astronomischen Gesdlschaft heransgegeben von dem Astronomi- 
schen Rechen-Institut zu Berlin-Dahlem. Oktav. Ab 1900, zuletzt erschien der 
33. Band (Literatur des Jahres 1931, Preis RM 24.—). Preise der früheren 
-S&ade auf Anfrage. - ' ' 
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